
Cap��tulo 5

Transforma�c~oes Projetivas

Vimos que o processo de forma�c~ao de imagens emula o processo de forma�c~ao
de imagens na retina e que o cristalino do olho humano funciona como uma
lente biconvexa. Neste cap��tulo, estudaremos a constru�c~ao geom�etrica de
uma imagem usando as no�c~oes de semelhan�ca de triângulos e a geometria
projetiva. Em processamento de informa�c~oes gr�a�cas, �e comum denominar a
correspondência entre os pontos em <3 e os pontos em <2 de transforma�c~ao

projetiva.
A no�c~ao de geometria projetiva foi introduzida no Cap��tulo 3 quan-

do apresentamos uma representa�c~ao de se�c~oes cônicas como proje�c~oes de
par�abolas em <3 sobre um plano. Esta no�c~ao �e tamb�em essencial para
s��ntese e an�alise de imagens, porque ela permite relacionar as informa�c~oes
geom�etricas de um espa�co tridimensional (o mundo em que estamos imersos)
com a geometria bidimensional contida numa imagem. A de�ni�c~ao de um
espa�co projetivo �e dependente de dois parâmetros: o centro de proje�c~ao
e o plano de proje�c~ao. Em sistemas gr�a�cos, �e usual denominar o sistema
constitu��do por um espa�co projetivo <2 e um plano de proje�c~ao \orientado"
de sistema de câmera.

5.1 Lentes Biconvexas

As lentes biconvexas s~ao s�olidos executados em material transparente pos-
suindo duas faces que s~ao calotas esf�ericas convexas. O eixo principal ou
eixo �optico de uma lente �e a reta que passa pelos centros das duas calotas
esf�ericas. H�a um ponto na lente, ao longo do eixo principal, por onde os raios
luminosos passam sem sofre desvio angular. Este ponto �e chamado centro

�optico. Todas as retas que passam por este centro e n~ao coincidentes com
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o eixo principal s~ao chamadas os eixos secund�arios.
�E de�nido ainda para uma lente os focos principais. Um foco objeto

principal de uma lente �e o ponto do seu eixo principal cuja imagem se for-
ma no in�nito. A distância da lente ao foco objeto �e denominada distância
focal objeto. O ponto do eixo principal onde se forma a imagem de um
objeto do in�nito �e chamado foco imagem principal e a distância entre
a lente e este foco �e distância focal imagem. De forma an�aloga pode-
mos de�nir os focos secund�arios para os eixos secund�arios. O conjunto
dos focos imagem secund�arios e principal determina uma superf��cie fo-

cal imagem que pode ser aproximada por um plano perpendicular ao eixo
principal. Analogamente, �ca determinado o plano focal objeto.

eixo principal

centro óptico foco principal imagem

distância focal

eixo secundáriofoco principal
objeto

plano focal
objeto

plano focal
imagem

lente
biconvexa

distância focal

Observa�c~ao 5.1 Os elementos que de�nem uma lente biconvexa s~ao os

mesmos de uma câmera: um espa�co projetivo (origem no centro de cen-

tro �optico, eixo z coincidente com o eixo �optico) e um plano de proje�c~ao

(plano focal imagem).

Uma lente biconvexa �e convergente, porque a sua distância focal ima-
gem �e positiva, ou seja, os raios luminosos paralelos que atravessam a lente
passam pelo foco imagem. Os raios luminosos que passam pelo foco obje-
to emergem da lente paralelamente ao eixo �optico. Estas propriedades nos
permitem derivar a transforma�c~ao da geometria de um objeto na geometria
de uma imagem por rela�c~oes de triângulos semelhantes.

lente
biconvexa

Dado um sistema de referência no qual o eixo �optico �e coincidente com
o eixo z e a origem com o centro �optico. Pode-se veri�car que a imagem de
um ponto P = [x y z]t, z > 0 �e Pp = [xp yp d]

t sobre o plano z = d > 0
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cujas coordenadas s~ao dadas por

xp =
xd

z
yp =

yd

z
zp =

zd

z
(5.1)

que corresponde �a seguinte nota�c~ao matricial

2
6664

xp
yp
zp
z
�

3
7775 =

2
6664

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1

d
0

3
7775

2
6664

x

y

z

1

3
7775 : (5.2)

(Ver Fig. 6.42 do livro-texto de Foley.)
Esta representa�c~ao nos permite interpretar uma transforma�c~ao projeti-

va como uma transforma�c~ao linear dos pontos P em <3 representados em
coordenadas homogêneas.

Observa�c~ao 5.2 Duas outras diferentes rela�c~oes alg�ebricas de proje�c~ao po-

dem ser derivadas: plano de proje�c~ao na origem e plano de proje�c~ao no

semi-eixo negativo.

(Ver Fig. 6.43 do livro-texto de Foley.)

Observa�c~ao 5.3 A distância focal d aparece no bloco U1;m da matriz es-

tendida Mm+1;m+1 da Eq. 4.9.

Exemplo 5.1 A proje�c~ao de um ponto in�nito na dire�c~ao [0 0 1 0]t �e um

ponto no �nito [0 0 d 1]t como mostra a seguinte express~ao

2
6664

0
0
1
1
d

3
7775 =

2
6664

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1

d
0

3
7775

2
6664

0
0
1
0

3
7775 :

Observa�c~ao 5.4 Chamamos pontos onde os pontos no \in�nito" das di-

re�c~oes dos eixos da base canônica de um sistema de referência s~ao projetados

de pontos de fuga (vanishing points).
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No espa�co projetivo bidimensional existem três pontos de fuga.
(Ver Figs. 6.3 e 6.5 do livro-texto de Foley.)

5.2 Tipos de Proje�c~ao

A transforma�c~ao de proje�c~ao apresentada na Se�c~ao 5.1 pode ser generalizada
para casos em que os centros �opticos ou centros de proje�c~ao n~ao sejam
coincidentes com a origem do sistema de referência.

Seja a proje�c~ao de um ponto qualquer P = [x y z]t por uma linha
que sai do centro de proje�c~ao (CP ) sobre o plano de proja�c~ao z = zp �e
Pp = [xp yp zp]

t. CP pode ser de�nido pela sua distância Q e a sua dire�c~ao
normalizada [dx dy dz]

t em rela�c~ao ao ponto [0 0 zp]
t.

(Ver Fig. 6.44 do livro-texto de Foley.)
O ponto Pp est�a localizado no segmento entre P e CP :

CP + t(P � CP ); 0 � t � 1.

Como

CP = (0 0 zp) +Q(dx dy dz),

ent~ao qualquer ponto pertencente ao segmento �e dado por:

xP;CP = Qdx + (x�Qdx)t;
yP;CP = Qdy + (y �Qdy)t;
zP;CP = (zp +Qdz) + (z � (zp +Qdz))t:

.

Particularmente, para o ponto Pp zP;CP = zp

t =
zp�(zp+Qdz)
z�(zp+Qdz) .
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Substituindo em xP;CP e yP;CP , obtemos as coordenadas xp e yp no plano
de proje�c~ao

xp =
x�z dx

dz
+zp

dx
dz

zp�z

Qdz
+1

yp =
y�z dy

dz
+zp

dy

dz
zp�z

Qdz
+1

.

Multiplicando o lado direito da equa�c~ao zp = zp por

1 =
zp�z

Qdz
+1

zp�z

Qdz
+1

,

obt�em-se:

zp =
�z zp

Qdz
+
z2p+zpQdz

Qdz
zp�z

Qdz
+1

.

Temos, ent~ao, para as três coordenadas o mesmo denominador comum.
Usando nota�c~ao matricial, Pp pode ser representado por:

h
x� z dx

dz
+ zp

dx
dz

y � z
dy
dz

+ zp
dy
dz

�z
zp
Qdz

+
z2p+zpQdz

Qdz

zp�z
Qdz

+ 1
it
,

o que equivale a

2
66664

1 0 �dx
dz

zp
dx
dz

0 1 �
dy
dz

zp
dy
dz

0 0
zp
qdz

z2p+zpQdz
Qdz

0 0 � 1
Qdz

zp
Qdz

+ 1

3
77775

2
6664

x

y

z

1

3
7775 (5.3)

Dependendo do valor Q distinguem-se duas classes de proje�c~ao:
(Ver Figs. 6.2 e 6.13 do livro-texto de Foley.)

Proje�c~ao Paralela: quando o centro de proje�c~ao �ca no in�nito, isto �e
Q = 1, Eq. 5.3 �ca reduzida a:

2
6664

1 0 �dx
dz

zp
dx
dz

0 1 �dy
dz

zp
dy
dz

0 0 0 zp
0 0 0 1

3
7775.

(Ver Figs. 6.6 do livro-texto de Foley.)
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Proje�c~ao Perspectiva: quando o centro de proje�c~ao �ca num ponto "�-
nito"do espa�co, isto �e Q 2 R.

(Ver Fig. 6.4 do livro-texto de Foley.)

Podemos ainda distinguir as proje�c~oes quanto �a dire�c~ao ~d dos raios pro-
jetores em

� proje�c~oes ortogonais: ~d �e perpendicular ao plano de proje�c~ao.

� proje�c~oes obl��quas: ~d n~ao �e perpendicular ao plano de proje�c~ao.

(Ver Figs. 6.7{6.12 do livro-texto de Foley.)

5.3 Modelos de Câmera

H�a v�arias alternativas para modelar ou especi�car uma câmera. Como j�a
vimos no Cap��tulo 4, para simpli�car manipula�c~oes alg�ebricas �e conveniente
de�nir um sistema (de referência) de câmera fu; v; ng que tem a origem
no centro �optico, o eixo n coincidente com o eixo �optico e o eixo v coincidente
com o sentido \direto" da imagem.

Em Vis~ao Rob�otica, uma câmera �e modelada atrav�es de 5 parâmetros:

1. a distância focal da lente d,

2. a posi�c~ao da câmera ~w0,

3. o ângulo � (pan) do eixo u em rela�c~ao �a dire�c~ao [1 0 0]t do sistema de
referência do mundo,

4. o ângulo � (tilt) do eixo n em rela�c~ao �a dire�c~ao [0 0 1]t do sistema de
referência do mundo e

5. o deslocamento ~r do plano de proje�c~ao em rela�c~ao �a posi�c~ao da câmera.

zZ

Y

X

y

x

~w0

~r
�

�
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Em Computa�c~ao Gr�a�ca, uma câmera �e especi�cada com uso de 6 parâmetros:

1. o centro de proje�c~ao ou posi�c~ao de câmera,

2. o centro de interesse ou um ponto ao longo do eixo �optico,

3. o sentido da imagem,

4. a distância entre o centro de proje�c~ao e o plano de proje�c~ao,

5. a largura da imagem e

6. a altura da imagem.

(Ver Fig. 6.35 do livro-texto de Foley.)
Um modelo mais gen�erico que permite especi�car tanto as proje�c~oes

paralelas como as perspectivas envolve 7 parâmetros:

1. a origem do sistema de referência (VRP),

2. o vetor normal do plano de proje�c~ao (VPN),

3. o sentido da imagem (VUP),

4. ponto de referência para proje�c~ao (PRP) ou a posi�c~ao da câmera,

5. o intervalo de coordenadas (umin; umax) no eixo horizontal da imagem,

6. o intervalo de coordenadas (vmin; vmax) no eixo vertical da imagem,

7. tipo de proje�c~ao e

(Ver Figs. 6.14{6.16 e 6.26 do livro-texto do Foley.)

8. (opcional) o intervalo de coordenadas (nmin; nmax) no eixo n do siste-
ma VRC.

(Ver Fig. 6.21 do livro-texto de Foley.)

Observa�c~ao 5.5 No terceiro modelo, a dire�c~ao de PRP para o centro da

imagem CW �e denominada dire�c~ao de proje�c~ao DOP.

(Ver Figs. 6.17{6.20 do livro-texto de Foley.)
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5.4 Transforma�c~oes Perspectivas

O procedimento que utilizamos para derivar Eqs. 5.1 e 5.3 �e puramente
anal��tico, fazendo uso das propriedades de triângulos semelhantes. H�a,
por�em, um outro algoritmo de determina�c~ao de transforma�c~ao de proje�c~ao
mais e�ciente que permite eliminar os objetos fora do volume de vis~ao an-
tes da opera�c~ao de proje�c~ao. O princ��pio b�asico deste segundo algoritmo �e
deformar o volume de vis~ao num paralelep��pedo com as arestas paralelas ao
eixo �optico (eixo n) antes de aplicar uma proje�c~ao paralela ortogonal (zerar
a coordenada n de cada ponto) com uso da transforma�c~ao

2
6664

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

3
7775 :

�A sequência de transforma�c~oes (lineares) do volume de vis~ao no espa�co pro-
jetivo chamamos transforma�c~oes perspectivas.

Nesta se�c~ao mostramos, passo a passo, a deriva�c~ao destas transforma�c~oes
perspectivas para raios projetores paralelos e perspectivos a partir do (ter-
ceiro) modelo de câmera gen�erico dado na Se�c~ao 5.3.

5.4.1 Especi�ca�c~ao de Volumes de Vis~ao Normalizados

Aqui vamos apresentar uma forma (entre v�arias outras!) para especi�car o
volume de vis~ao normalizado ou o volume canônico. �E usual considerar
que o volume de vis~ao tem um sistema de coordenadas pr�oprio associado.
Para proje�c~oes paralelas, os planos que delimitam o volume de vis~ao s~ao:

x = �1 ; x = 1 ; y = 1 ; y = 1 ; z = 0 ; z = �1 (5.4)

e para proje�c~oes perspectivas,

x = z ; x = �z ; y = z ; y = �z ; z = �zmin ; z = �1 (5.5)

com o eixo �otico coincidente com o eixo z e perpendicular ao plano de
proje�c~ao.

5.4.2 Transforma�c~ao em Volume Canônico

Procuraremos primeiro transformar o sistema de referência do mundo (WC)
em sistema de referência de câmera (VRC), de tal forma que as coordenadas
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dos objetos possam ser dados em rela�c~ao a VRC. Para isso, precisaremos
deslocar a origem do sistema de coordenadas do WC para a origem do sis-
tema de coordenadas VRC que est�a localizado no VRP, ou seja fazer uma
transla�c~ao:

T (�V RPx;�V RPy;�V RPz) =

2
6664

1 0 0 �V RP x

0 1 0 �V RP y

0 0 1 �V RP z

0 0 0 1

3
7775

seguida de uma rota�c~ao de tal forma que os eixos dos dois sistemas se
coincidam:

R =

2
6664

R1x R2x R3x 0
R1y R2y R3y 0
R1z R2z R3z 0
0 0 0 1

3
7775, onde

R3 = V PN
kV PNk ; R1 = V UP�R3

kV UP�R3k e R2 = R3�R1.

Aplicando essas transforma�c~oes sobre os pontos P dos objetos obteremos
as coordenadas dos pontos P 0 em VRC:

P 0 = P � T (�V RP ) �R.

No sistema VRC o eixo n �e coincidente com o vetor normal VPN do plano
de proje�c~ao.

Agora, dependendo do tipo de proje�c~ao, aplicaremos distintas transfor-
ma�c~oes para obter as coordenadas dos objetos normalizadas em rela�c~ao ao
volume canônico de�nido pela Eq. 5.4 ou pela Eq. 5.5.

Paralela: Se o eixo �optico n~ao for paralelo ao VPN, as coordenadas dos
objetos dever~ao ser \cisalhados" em rela�c~ao ao eixo n. O deslocamento
relativo segue a seguinte propor�c~ao:

�x
z

= dopx
�dopz e

�y
z

= dopy
�dopz ,

onde dop = CW � PRP � T (�V RP ) � R.

Em representa�c~ao matricial teremos:
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SH =

2
66664

1 0 �dopx
dopz

0

0 1 �
dopy
dopz

0

0 0 1 0
0 0 0 1

3
77775
.

Ap�os esta transforma�c~ao garantimos que os raios de proje�c~ao sobre
os objetos s~ao paralelos em rela�c~ao ao eixo n. Precisaremos somen-
te deslocar a origem do sistema VRC para o centro da janela (Tpar
= T(�umax+umin

2 ,�vmax+vmin

2 ,-F)) e normalizar os pontos dos objetos
geom�etricos em fun�c~ao do volume canônico. A normaliza�c~ao corres-
ponde �a mudan�ca de escala do volume de vis~ao em rela�c~ao ao volume
canônico:

Spar = S(
2

umax � umin

;
2

vmax � vmin

;
1

F �B
)

=

2
6664

2
umax�umin

0 0 0

0 2
vmax�vmin

0 0

0 0 1
F�B 0

0 0 0 1

3
7775 :

Concatenando as matrizes de transforma�c~ao teremos uma �unica matriz
4� 4

Npar = Spar � Tpar � SH �R � T (�V RPx;�V RPy;�V RPz)

para normalizar as coordenadas dos objetos em rela�c~ao ao volume
canônico.

(Ver Fig. 6.47 do livro-texto de Foley.)

Perspectiva: Como consideramos na especi�ca�c~ao que a origem do VRC
est�a sobre VRP e que o volume de vis~ao canônico piramidal tem o seu
�apice posicionado sobre a origem do VRC, deveremos aplicar ent~ao um
deslocamento:

T (�PRP 0
x;�PRP

0
y;�PRP

0
z), onde

PRP 0 = PRP � T (�V RP ) � R, no sistema de referência.

Se o eixo �optico n~ao coincidir com o VPN ser�a necess�ario aplicar um
deslocamento relativo, como em proje�c~oes paralelas, para que os raios
que incidem sobre os objetos �quem paralelos ao eixo n.
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Depois precisaremos mudar a escala das coordenadas u e v, de tal
forma que os m�odulos delas sejam iguais ao m�odulo da coordenada n
(Eq. 5.5). As escalas fu e fv ser~ao tais que:

fu
umax�umin

2 = �V RP 0
z e fv

vmax�vmin

2 = �V RP 0
z

com n = V RP 0 (V RP 0 < 0). Note que V RP 0 em VRC corresponde
a VRP em WC (V RP 0 = V RP � T (�V RP ) � R � T (�PRP 0) � SH)
e que ap�os a transforma�c~ao de deslocamento relativo, o eixo �optico
passa ortogonalmente pelo centro da imagem (CW) em VRC.

Precisaremos ainda mudar a escala das coordenadas para que elas se-
jam normalizadas em rela�c~ao ao volume de�nido pela Eq. 5.5, ou seja
n = (V RPz

0+B) deve ser reduzido a n = �1. Como, ap�os a transfor-
ma�c~ao anterior, os m�odulos das coordenadas u e v passam a ser iguais
ao m�odulo da coordenada n para cada ponto, as três coordenadas es-
tar~ao sujeitas ao mesmo fator de escala ( �1

(V RP 0+B) , isto �e

S = S(� 1
(V RPz 0+B)

;� 1
(V RPz 0+B)

;� 1
(V RPz 0+B)

)

Concatenando com a transforma�c~ao anterior teremos uma matriz:

Sper =

2
66664

2V RPz 0

(umax�umin)(V RPz
0+B)

0 0 0

0 2V RPz 0

(vmax�vmin)(V RPz
0+B)

0 0

0 0 � 1
(V RPz 0+B)

0

0 0 0 1

3
77775
.

(Ver Fig. 6.54 do livro-texto de Foley.)

Uma vez obtido o volume canônico precisaremos ainda aplicar uma
transforma�c~ao perspectiva para transformar o volume piramidal em
um paralelep��pedo dado pela Eq. 5.4 para reduzir o problema de pro-
je�c~ao perspectiva num problema de proje�c~ao paralela. Neste caso, ser�a
necess�ario "deformar"os objetos de acordo com a sua distância em re-
la�c~ao �a posi�c~ao da câmera (origem do sistema VRC transformado). O
fator de deforma�c~ao �e 1

�n (observe que z < 0):

u0 = �u
n
e v0 = � v

n
.

Em representa�c~ao matricial,
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P =

2
6664

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 �1 1

3
7775.

Depois, para �nalizar a transforma�c~ao de normaliza�c~ao, precisaremos
"reajustar"o volume para que ele tenha a profundidade igual a 1, ao
inv�es de 1 + nmin, atrav�es da transforma�c~ao:

S(1; 1; 1
(1+nmin)

)

e deslocar o plano frontal transformado n0min = nmin

(1+nmin)
para z = 0

com o deslocamento:

T (0; 0;� nmin

(1+nmin)
)

Concatenando as três �ultimas matrizes de transforma�c~ao, chegamos a

Pper =

2
6664

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1

(1+nmin)
� nmin

(1+nmin)

0 0 �1 1

3
7775.

(Ver Fig. 6.56 do livro-texto de Foley.)

Resumindo, para proje�c~oes perspectivas poderemos utilizar a matriz

Nper = Pper � Sper � SH � T (�PRP 0) �R � T (�V RP )

para o processo de normaliza�c~ao.

(Ver Fig. 6.51 do livro-texto de Foley.)

Vamos apresentar dois exemplos num�ericos para mostrar os efeitos de
cada passo da transforma�c~ao de normaliza�c~ao sobre o objeto geom�etrico:

2
6664

�1 1 �1 1 �1 1 �1 1
2 2 0 0 2 2 0 0
�1 �1 �1 �1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775.

Exemplo 5.2 Dada a seguinte especi�ca�c~ao:
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VRP (WC) = (-2 0 -2 1)

VUP (WC) = ( 0 1 0 1)

VPN (WC) = ( 1 0 1 1)

PRP (WC) = ( 2 0 2 1)
Imagem (VRC) = (-2,2,-4,2)

B (VRC) = -10

F (VRC) = 0

tipo de proje�c~ao: PARALELA.

Ao inv�es de utilizar a matriz Npar para obter um objeto normalizado,

aplicaremos sucessivamente as matrizes T (�PRP ), R, SH, Tpar e Spar
para mostrar como o objeto "se transforma"para chegar �a forma apropriada

para aplica�c~ao direta de proje�c~ao paralela ortogonal.

Passo 1 T (�V RP ):

2
6664

1 0 0 2
0 1 0 0
0 0 1 2
0 0 0 1

3
7775 �

2
6664

�1 1 �1 1 �1 1 �1 1
2 2 0 0 2 2 0 0
�1 �1 �1 �1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775 =

2
6664

1 3 1 3 1 3 1 3
2 2 0 0 2 2 0 0
1 1 1 1 3 3 3 3
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775 :

Passo 2 R:

2
6664

1p
2

0 � 1p
2

0

0 1 0 0
1p
2

0 1p
2

0

0 0 0 1

3
7775 �

2
6664

1 3 1 3 1 3 1 3
2 2 0 0 2 2 0 0
1 1 1 1 3 3 3 3
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775 =

2
6664

0 1:41 0 1:41 �1:41 0 �1:41 0
2 2 0 0 2 2 0 0

1:41 2:84 1:41 2:84 2:84 4:24 2:84 4:24
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775 :

Passo 3 SH: A dire�c~ao dop pode ser obtida atrav�es de

dop = [umax�umin

2
vmax�vmin

2 0 1]t � R � T (�V RP ) � PRP = [0 �
1 � 4:24 1]t.
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2
6664

1 0 � 0
�4:24 0

0 1 0 0
0 0 � �1

�4:24 0

0 0 0 1

3
7775 �

2
6664

0 1:41 0 1:41 �1:41 0 �1:41 0
2 2 0 0 2 2 0 0

1:41 2:84 1:41 2:84 2:84 4:24 2:84 4:24
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775 =

2
6664

0 1:41 0 1:41 �1:41 0 �1:41 0
1:66 1:32 �0:34 �0:68 1:32 0:98 �0:68 �1:02
1:41 2:84 1:41 2:84 2:84 4:24 2:84 4:24
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775 :

Passo 4 Tpar: O plano frontal �e n = 0 e o centro de janela �e dado por

CW = [umax+umin

2
vmax+vmin

2 0 1]t = [2+(�2)2
2+(�4)

2 0 1]t = [0 �
1 0 1]t.

2
6664

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1

3
7775 �

2
6664

0 1:41 0 1:41 �1:41 0 �1:41 0
1:66 1:32 �0:34 �0:68 1:32 0:98 �0:68 �1:02
1:41 2:84 1:41 2:84 2:84 4:24 2:84 4:24
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775 =

2
6664

0 1:41 0 1:41 �1:41 0 �1:41 0
2:66 2:32 0:66 0:32 2:32 1:98 0:32 �0:02
1:41 2:84 1:41 2:84 2:84 4:24 2:84 4:24
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775 :

Passo 5 Spar:

2
66664

2
2�(�2) 0 0 0

0 2
2�(�4) 0 0

0 0 1
0�(�10) 0

0 1 0 1

3
77775
�
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2
6664

0 1:41 0 1:41 �1:41 0 �1:41 0
1:66 1:32 �0:34 �0:68 1:32 0:98 �0:68 �1:02
1:41 2:84 1:41 2:84 2:84 4:24 2:84 4:24
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775 =

2
6664

0 0:71 0 0:71 �0:71 0 �0:71 0
0:88 0:77 0:22 0:11 0:77 0:65 0:11 �0:01
0:14 0:28 0:14 0:28 0:42 0:42 0:28 0:42
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775 :

Exerc��cio 5.1 Compare as coordenadas dos v�ertices do objeto do Exem-

plo 5.2 em diferentes est�agios de transforma�c~ao.

Exerc��cio 5.2 Dados os v�ertices de uma pirâmide:

2
6664

0 1 1 0 1
2

0 0 1 1 1
2

0 0 0 0 1
1 1 1 1 1

3
7775

e os parâmetros da câmera:

VRP (WC) = (12
1
2 -4 1)

VUP (WC) = ( 0 1 0 1)

VPN (WC) = ( 1 0 1 1)

PRP (WC) = ( 2 0 2 1)

Imagem (VRC) = (-2,2,-4,2)
B (VRC) = -10

F (VRC) = 0

tipo de proje�c~ao: PARALELA.

Desenvolva, passo a passo, a transforma�c~ao de proje�c~ao. Qual �e a matriz

de transforma�c~ao?

Exemplo 5.3 Neste exemplo usaremos a mesma especi�ca�c~ao do Exem-

plo 5.2, mudando apenas o tipo de proje�c~ao de paralelo para perspectivo.

Assim, as transforma�c~oes no passo 1 e passo 2 s~ao as mesmas. Mostramos,

portanto, os c�alculos a partir do passo 3.

Passo 3 T (�PRP 0): Como vimos no Exemplo 5.2

PRP 0 = R � T (�V RP )PRP = [0 0 4:24 1]t.
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2
6664

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 �4:24 1

3
7775 �

2
6664

0 1:41 0 1:41 �1:41 0 �1:41 0
2 2 0 0 2 2 0 0

1:41 2:84 1:41 2:84 2:84 4:24 2:84 4:24
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775 =

2
6664

0 1:41 0 1:41 �1:41 0 �1:41 0
2 2 0 0 2 2 0 0

�2:83 �1:40 �2:83 �1:40 �1:40 0 �1:40 0
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775

Passo 4 SH: A dire�c~ao dop pode ser obtida atrav�es de

dop = [T (�PRP 0)] � [umax�umin

2
vmax�vmin

2 0 1]t � [T (�PRP 0) �R �
T (�V RP ) � PRP ]t = [0 � 1 � 4:24 1]t.

2
6664

1 0 0 0
0 1 0 0
0 � �1

�4:24 1 0

0 0 0 1

3
7775 �

2
6664

0 1:41 0 1:41 �1:41 0 �1:41 0
2 2 0 0 2 2 0 0

�2:83 �1:40 �2:83 �1:40 �1:40 0 �1:40 0
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775 =

2
6664

0 1:41 0 1:41 �1:41 0 �1:41 0
2:68 2:34 0:68 0:34 2:34 2 0:34 0
�2:83 �1:40 �2:83 �1:40 �1:40 0 �1:40 0
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775

Passo 5 Sper: A escala depende de

V RP 0 = SH � T (�PRP 0) �R � T (V RP ) � V RP = [0 1:02 � 4:24 1]t
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2
66664

2(�4:24)
(2�(�2))(�4:24+(�10)) 0 0 0

0 2(�4:24)
(2�(�4))(�4:24+(�10)) 0 0

0 0 �1
�4:24+(�10) 1

0 0 0 1

3
77775
�

2
6664

0 1:41 0 1:41 �1:41 0 �1:41 0
2:68 2:34 0:68 0:34 2:34 2 0:34 0
�2:83 �1:40 �2:83 �1:40 �1:40 0 �1:40 0
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775 =

2
6664

0 0:21 0 0:21 �0:21 0 �0:21 0
0:27 0:23 0:07 0:03 0:23 0:2 0:03 0
�0:20 �0:10 �0:20 �0:10 �0:10 0 �0:10 0
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775 :

Note que at�e este passo o paralelismo �e preservado!

Passo 6 Pper: Sabendo que

nmin = V RP 0
z + F = �4:24

ent~ao 2
6664

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1

1+(�4:24) � �4:24
1+(�4:24)

0 0 �1 1

3
7775 �

2
6664

0 0:21 0 0:21 �0:21 0 �0:21 0
0:27 0:23 0:07 0:03 0:23 0:2 0:03 0
�0:20 �0:10 �0:20 �0:10 �0:10 0 �0:10 0
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775 =

2
6664

0 0:21 0 0:21 �0:21 0 �0:21 0
0:27 0:23 0:07 0:03 0:23 0:2 0:03 0
�1:25 �1:28 �1:25 �1:28 �1:28 �1:31 �1:28 �1:31
1:20 1:1 1:20 1:1 1:1 1 1:1 1

3
7775 :

Dividindo as coordenadas x, y e z pela coordenada w, obteremos os

pontos no espa�co euclideano <3. Fazendo um esbo�co deste cubo nor-

malizado, pode-se veri�car facilmente que as arestas, antes paralelas

ao eixo x e z, n~ao s~ao mais paralelas.

Exerc��cio 5.3 Resolva o Exerc��cio 5.2 substituindo o tipo de proje�c~ao pa-

ralelo para perspectivo.


