Modelagem Geom étrica |

Descrever e processar problemas
com técnicas de Geometria Analitica

Motivacéao

Tarefa 1

Desenhe um triangulo equilatero de lado igual a 3cm.

Compare o seu desenho com o dos seus colegas. Sdo todos
iguais?

Explique o que vocé observou e o que falta na especificacao do
item (1) para garantir a univocidade do resultado?

Proponha uma representacédo nao-ambigua.




Sistema de Referéncia

Sequéncia de pontos em coordenadas cartesianas

(%5 Y1) (%5, Y3), (X ¥2)

Possiveis inferéncias geomeétricas:

| \/[ X - xlj [ﬁ X~ &j
Comprimento do lado:
Y3~ Y Ys= W

Orientac&o no plano: Base:(x2 _X‘]; Altura:( Y27

3 > YW _(Xz_x1)
X, XX
Pertinéncia/Continéncia de um ponto:
Y= Vi Yi—Y, Y.~ ¥s
Y= (X=x) -y, S0 y-=—5(X=%) =Y, 0 y-==—2(X=X%) - y; =0
X =%, ' =% L~ % ’

Representacao Implicita

Funcédo que estabelece a relacdo entre as coordenadas dos pontos
de um lugar geométrico
Intersecao (b)
——t—

—"’y_)lz%))(/a(x_xs)_ya =0

X2 3

Inclinacdo (a)

y—-ax—-b=0

3 y_ii:))(lz(x_xz)_)@:o




Motivacéao
Tarefa 2

» Utilize a representacédo implicita na forma y-ax-b=0 para
descrever os pontos pertencentes ao retangulo. Qual é a
inclinacdo da reta suporte de cada lado?

I

Yol 7

Yo

X X

» Ha alternativas com uma abrangéncia descritiva maior?

Pontos e Vetores-posicao

P

- Vetor-posicao: “diferenca” entre 2
pontos

v=o-r (3o

“Grandeza geométrica”




Representacdo Param étrica

Coordenadas dos pontos do lugar geométrico especificadas
em termos de um conjunto de parametros

Segmento AB B

P(a)=A+av
- =A+a(B-A)
A V
=aB+(1-a)A
V=AB=B-A

de pontos {A,B} y(a) yB yA

pode ser representado, sem P(O’) — X(O’) —a Xg + (1_0,) Xa
ambigiidade, pela sequiéncia I

Parametro

Combinacao Baricéntrica

4 0>1 P(a) = O’( XAJ + (1_a)(§BJ

X X
1-a 1 P(a,a)za( Aj+a( Bj
s _ ™2 1 yA 2 yB
a, +a, =1
a<0 .- il 1-a | , \ /

Coordenadas baricéntricas (em
relacdo aos pontos extremos A e
B): uma outra alternativa para
identificar um ponto.




Combinacao Convexa

Segmento AB

B
A Vv
V=AB=B-A

pode ser representado, sem
ambiguidade, pela sequéncia
de pontos {A,B}

P(a,,a,)=aB+a,A

Sse a,ta,=1 e
O<a,a,<1
entdo P(a,,a,)

s30 pontos do segmento AB

Motivacéao

Tarefa 3

» Utilize uma sequéncia de pontos para descrever o lugar
geométrico dos pontos de uma circunferéncia de raio igual a 2

cm.

» Quantos pontos sé@o necessarios para descrever com exatidao a

circunferéncia?

» Ha alguma alternativa mais concisa para representar a

circunferéncia?

» Como “desenhar” esta circunferéncia?




Representacao Implicita

2 2 _p2
(x=%)*+(y=ye)* =RP =4
Possiveis inferéncias geométricas:

Perimetro: 27R
) 2
Area: 7R

X : > Pertinéncia/Continéncia de um ponto:
X X,

(X=%)*+(y-yc)’ <4

Representacdo Param étrica

(X=%)*+(y-y.)* =R* =4

Pontos com coordenadas x ou y
igualmente espacados nao
implicam em distribuicdo uniforme
(mesma variacdo angular) de
amostras sobre a circunferéncia!

| I

Xc X, Parametrizar as coordenadas em
termos do angulo @ de cada arco

X = Rcosé
y = Rsené

Coordenadas Polares




Resumo

Distintas formas para representar pontos no espaco
*Coordenadas cartesianas
*Coordenadas polares
*Coordenadas baricéntricas

Distintas formas para especificar os pontos de um lugar
geométrico
*Sequéncia orientada de vértices
*Funcdes
sParamétricas
sImplicitas

*Distintos algoritmos de inferéncia geométrica
*Propriedades de interesse para Computacgdo Grafica:
vetores-posicao e vetores normais.

Representacdes de um triangulo

Alternativas de Representacao:

1. Sequéncia orientada:

Normal Vector R)’ Pl’ Pz

(Po _Pz)x(Pl_Po)

Front Face n=
IR -RIR-RI
Element 2. Implicita
Vert —
erex / f =A[(P—P,) =0 e dominio de xy,z
0 n = 0f

Back Face
3. Paramétrica

P(a,B) =aR,+ R, +(1-a- PP,
Poa*"ap
9P "%ﬁl

n=




Combinacdo Baricéntrica

Pode ser codificado,

Face ABC sem ambiguidade,
e, c pela seqiiéncia de
A .“p pontos {A,B,C}
e, ©2 Pontos interiores do triangulo
B
P(a;,A) = A(@,B +(1- a,)A)+(1-A)C
e, =B-A =Aa,B + A(1-a,)A + (2-A)C
e, =C-B
e3 =A-C P(G,B,V)ZGB+BA+VC
a+B+y=1
O<aBy<1l

T

Coordenadas baricéntricas

Curvas de Bézier

Conceito Original: curvas
fixas num paralelepipedo /\
gue controla a sua forma




Curva de Bézier
P(t) = _i RJn,i (t) ‘]n,i ®= (?Jti (1_t)n—i t D[O,l]

z J.i(t)=1J,,(t) =0 == Combinagéo convexa de P,

Poligono de controle

Curvas de Bézier Quadraticas
P(t) = Z RJ()  J()= @t @-1*
B, o(t) = (1-)?

B, 1 (t) = 2t(1-t)
B Bz,z(t) =t




Curvas de Bézier Cubicas

n 3 - -
P(t) = Z RJ&i (t) Js; = (i jt' (1—t)3_|
i=0

. Bezier Blending
o \Bso Functions B,
BB,O(t) = (1-t)3 06
83,1(t) = 3t(1't)2 05 B3,1 Bs,z
B3’2(t) = 3t2(1't) 04
B3’3(t) = t3 S

-01 01 0z 0.3 04 IR 06 0.7 0.8 03 1

QOutras Funcobes de Bernstein

http://i33www.ira.uka.de/applets/mocca/html/noplugin/curves.html




Propriedades

>E polinomial. Se a quantidade de pontos de
controle é (n+1), o grau do polindmio € n.
»Acompanha a forma do poligono de controle.
Esta no fecho convexo dos pontos de controle.
»Influéncia global de cada ponto de controle.
»Pontos extremos da curva e do poligono
coincidem.

»Tangente nos pontos extremos coincidem com
0S segmentos extremos do poligono de controle.
»A curva ndo oscila mais que o poligono de
controle.

»Sao invariantes sob transformacgdes afins.

Exemplos

http://www.cs.technion.ac.il/~cs234325/Applets/applets/bezier/GermanApplet.html




Poligono de Controle e Fecho Convexo

http://i33www.ira.uka.de/applets/mocca/html/noplugin/RenderBezierC/AppRenderBezier
Clindex.html

Notac&o Matricial

P3
P(t) = B3 o(t) Py + B3 ()P, + B3 ,(t) P, + Bga(t) Ps

= (1-3t+3t2-t3)P, + (3t-6t2+3t3%) P, + (3t2-3t3) P, + 3P,

1 33 -1\(1
Xo X1 X X315 5 5 3] ¢
:y0y1y2y3003_3t2
o1 22 B3) g g0 1|8




Superficies de Bezier

P3o B, (V) = (WJVJ -vm
P(U,v) = 2 B, (V) (Z B, (u) P;) onde :]
B, (u) = ( Jui @-u)"™

Funcdes de Bernstein Bi-dimensionais




Exemplos de Superficies de Bezier
Biquadraticas

http://i33www.ira.uka.de/applets/mocca/html/noplugin/TPBezierSurface/AppTPBezierSur
facel/index.html

Superficies de Bézier Bicubicas

Pontos de controle na borda:
p.ex.: POO, Pol, Plo

Vetores-tangente na borda
p.ex.: 3(P1— Pogo), 3(Po1— Poo)

Vetores-torsao (derivada mista)
na borda
p.ex.: 9(Pgoo— Py — P1o— P11)

U
o
S
[}
-U.

10

Se 9(Py— Pos— Pyo—Pyy) =0
Poo— Po1— P10= P11




Exemplos de Superficies de Bezier
Bicubicas
Uma implementac¢édo do algoritmo descrito em Watt

http://www.nbb.cornell.edu/neurobio/land/OldStudentProjects/cs490-
96t097/anson/BezierPatchApplet/

Superficies de Bézier
Bule de Utah

Patch edges

http://www.holmes3d.net/graphics/teapot/




Interface do OpenGL — Curvas de Bézier

void init(void)

glClearColor(0.0, 0.0, 0.0, 0.0);
glShadeModel(GL_FLAT);

void display(void)

inti;

gIMap1f(GL_MAP1_VERTEX_3, 0.0, 1.0, 3, 4, &ctripoints[0][0]);

glEnable(GL_MAP1_VERTEX_3);
glMapGrid1f(20,0.0,1.0);
}

glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT);
glColor3f(1.0, 1.0, 1.0);
glBegin(GL_LINE_STRIP);
for (i=0; i <= 30; i++)
glEvalCoord1f((GLfloat) i/30.0);
glEnd();

/* The following code displays the control
points as dots. */

glPointSize(5.0);
glColor3f(1.0, 1.0, 0.0);
glBegin(GL_POINTS);
for (i=0;i<4,i+t)
glVertex3fv(&ctrlpointsl[i][0]);
glEnd();
glFlush();

}

Exemplo

GLfloat ctrlpoints[4][3] = {
{-4.5,-4.0, 0.0},
{-2.0, 4.5, 0.0},
{2.0, 4.0, 0.0},
{4.5, -2.0, 0.0}};

Cadigo-fonte: http://www.opengl.org/resources/code/samples/redbook/bezcurve.c




Interface do OpenGL — Superficies de Bézier

void init(void)

glClearColor (0.0, 0.0, 0.0, 0.0);
glMap2f(GL_MAP2_VERTEX_3, 0, 1,

3,4, 0,1,12,4
&ctrlpoints[0][0][0]);
glEnable(GL_MAP2_VERTEX_3);
glMapGrid2f(20, 0.0, 1.0, 20, 0.0, 1.0);
glEnable(GL_DEPTH_TEST);
glShadeModel(GL_FLAT);

void display(void)
{
inti, j;

glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT |
GL_DEPTH_BUFFER_BIT);

glColor3f(1.0, 1.0, 1.0);
glPushMatrix ();
glRotatef(85.0, 1.0, 1.0, 1.0);
for (j=0;j<=8;j++) {
glBegin(GL_LINE_STRIP);
for (i=0;i<=30; i++)
glEvalCoord2f((GLfloat)i/30.0,
(GLfloat)j/8.0);
glEnd();
glBegin(GL_LINE_STRIP);
for (i = 0; i <= 30; i++)
glEvalCoord2f((GLfloat)j/8.0,
(GLfloat)i/30.0);
glEnd();

}
glPopMatrix ();
glFlush();

}

Exemplo

Cadigo-fonte: http://www.opengl.org/resources/code/samples/redbook/bezsurf.c

GLfloat ctrlpoints[4][4][3] = {
{{-1.5,-1.5, 4.0},

{-0.5, -1.5, 2.0},

{0.5,-1.5, -1.0},

{1.5,-1.5, 2.0}},
{{-1.5,-0.5, 1.0},

{-0.5, -0.5, 3.0},

{0.5, -0.5, 0.0},

{1.5,-0.5, -1.0}},
{{-1.5,0.5, 4.0},

{-0.5, 0.5, 0.0},

{0.5, 0.5, 3.0},

{1.5, 0.5, 4.0}},
{{-1.5,15,-2.0},

{-0.5, 1.5, -2.0},

{0.5, 1.5, 0.0},

{1.5,15, -1.0%}
3




Curvas de Bézier “Complexas”

Bezier Curves  Interpolstion B-Spline  Help

Py Ps

Propriedades

>E polinomial. Se a quantidade de pontos de
controle é (n+1), o grau do polinémio € n.
»Acompanha a forma do poligono de controle.
Esta no fecho convexo dos pontos de controle.
»Influéncia global de cada ponto de controle.
»Pontos extremos da curva e do poligono
coincidem.

»Tangente nos pontos extremos coincidem com
0S segmentos extremos do poligono de controle.
> A curva ndo oscila mais que o poligono de
controle.

»Sao invariantes sob transformacdes afins.




Splines de Curvas de Bézier
Concatenacdo de curvas Se R

Two curve segments,
R, with only (? continuity
®

S, S, Two curve segments,
\ with tangent vector (C') continuity

Note collinearity

Continuidade

Diferenciabilidade:

C% S3=R

C!: primeiras derivadas sao iguais

C?: primeiras e segundas derivadas séo iguais
Cn: as primeiras n derivadas séo iguais

Continuidade Geomeétrica:

G% S3(1)=R(0)

G 0S(1)/ot, = k,0R(0)/0t,

G2 0S(1)/ot, = k,0R(0)/at,. 02S(1)/0%; = k,0°R(0)/9t,
G": as primeiras n derivadas sdo iguais




Continuidade

Continuidade Geométrica:

G% S3(1,v,)= R(0,v,)
Gt 0S(1, vy)lov, = k,0R(0, v,)/ov,

- ¥ ———a - -
L ! 5T A
¥ / ! 4 N
i I I e 4 i
i L T < T
¥ | ! T
{ ! ! I
i i [ 1
S % ] 'S r
- ) | 1
Y by | i L
e e i -
- e
e i

collinear control points
alang cammon edge

Splines de Base (B- Splines)

»pontos de controle: m
»ordem: k (grau:n=k-1)
»vetor de nos: {ty, t;, t, ... L0t
»(m-n+1) “segmentos de curvas”

n 08 L Noalt) Ny Mo N Ny
P(t) :Z Ni,k(t)Pi er
k=0 0.4__
1, se tOftt,,) ea|
N ot = . . .
0, em outros intervalos 1 2 3 4 5 - 7
n=2
N (t) — (t _ti)Ni.k—l(t) + (ti+k _t) Ni+1,k—1(t) 3 segmentos
ik

(ti+k—1 it ) (ti+k -t +1)




Funcdes de Base Constantes e Lineares

»vetor de nés: {0,1,2,3,4,5,6}
No,o(t) =1t 0[0.) No, () =t,t 0[02)
N.o(t) =1t 0[12) No(t) = (1=1), N, (t) = (t-1),t O[12)
Noo(t) =1t0[23) Ny, (1) =(3-1), N, (1) = (t-2),t D[2.3)
N;,o(t) =1,t0[3,4) N, (t) =(4-1),N,,(t) = (t -3),t O[3,4)
N,o(t) =1t 0[4,5) N3 (t) = (5-1), N, (t) = (t—4),t0[4,5)
N, (t) =1t 0[5,6) N,,(t) = (6-1),t0[5,6)

Funcbes de Base Quadraticas

»vetor de nos: {0,1,2,3,4,5,6}
N, (t) =t*,t0[02)

Nz® =500+ =N, 0= D o2

Ch t) (t- 2)

N0 = = 2 t)+(4 U2 N0 =2 o123

12(t)—(42t) N,,() = {72080, =09, gz(t)—@tm[s,zl)
5ty _(t-3)(5-1)  (6-1)(t-4)

N2,2(t) - 2 ' N32(t) - 2 + 2 1t D[4!5)

N, (1) =8~ t) t0[56)




Exemplos de Funcdes de Base

http://i33www.ira.uka.de/applets/mocca/html/noplugin/BSplineBasis/AppBSplineBasis/in
dex.html

Influéncia Local de Pontos de Controle

] 5 No,(—{f) N1;-{f) Na,lﬁ} Ns;—{f) N.u-l(f}

ol ‘ : ‘

04| :

oz

1 z 5 n 5 & 7

PO Pl P2
Pl PZ P3
P, P, P,




Multiplicidade de Pontos

Interpolacédo da Curva: multiplicidade = n+1

Fran Noofth Nyt) Mg N Mo
sl
od]
ozl
. 5 = 4 5 s 7
P,=P,=P,

Influéncia de Vetor de Nos

Spline de base uniforme
/ Basls Functlons

© 1 2 3 4 5 €& 7 8 9 10
Knot Sequence 0,1,2,3,4,5,6,7,6,9,10

(t _t' ) Ni n—1(t) (ti+n+l _t) Nle - S g
Ni.n(t) = ( “t ) )

o 1 2 3 4 5 6 7 B

0/0=0

Knot Sequence 0,1,2,34,4,4,5,6,7.8

Spline de base ndo-uniforme a = = =

v Example of a Curve
]




Propriedades de Splines de Base

>E polinomial. O grau do polindmio ndo depende da
guantidade de pontos de controle.

»Acompanha a forma do poligono de controle. Esta
no fecho convexo dos pontos de controle de cada
segmento de curva.

»Influéncia local de cada ponto de controle.

»A curva nao oscila mais que o poligono de controle.
»Sao invariantes sob transformacdes afins.
»Multiplicidade m de um ponto “puxa” a curva para
ele. Para m=k, curva interpola o ponto.
Diferenciabilidade C"1.

»Multiplicidade m de nés altera a diferenciabilidade
Ckm,

Exemplos

http://i33www.ira.uka.de/applets/mocca/html/noplugin/IntBSpline/AppSubdivision/index.

html




Representacdo de Superficies
Superficies de Base

void init(void)

{

glClearColor (0.0, 0.0, 0.0, 0.0);
theNurb = gluNewNurbsRenderer();

gluNurbsProperty(theNurb,GLU_SAMPLING
_METHOD, GLU_PATH_LENGTH);

gluNurbsProperty(theNurb,
GLU_PARAMETRIC_TOLERANCE, 0.1);

gluNurbsCallback(theNurb, GLU_ERROR,
nurbsError);

}

void CALLBACK nurbsError(GLenum errorCode)
const GLubyte *estring;

estring = gluErrorString(errorCode);
fprintf (stderr, "Nurbs Error: %s\n", estring);
exit (0);

}

Interface do OpenGL — Curvas B- Splines

void display(void)
{
inti, j;

glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT
GL_DEPTH_BUFFER_BIT);

glLineWidth(3.0);
glColor3f(1.0, 1.0, 1.0);
gluBeginCurve(theNurb);
gluNurbsCurve(theNurb,

8, knots,

3, &ctlpoints[0][0],

4, GL_MAP1_VERTEX_3);
gluEndCurve(theNurb);

if (showPoints) {
draw_control_polygon();

}
glFlush();




Exemplo

GLfloat ctlpoints[4][3] = {
{-4.0,-4.0, 0.0}, { 1.0, 4.5, 0.0},
{-1.0, 4.5, 0.0}, {4.0, -4.0, 0.0}};

GLfloat knots[8] = {0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0,
1.0, 1.0, 1.0};

Cadigo-fonte: http://www.dca.fee.unicamp.br/courses/IA725/1s2006/program/samples.html

Interface do OpenGL — Superficies B- Splines

GLUnurbsObj *theNurb;
void init(void)

GLfloat mat_diffuse[] ={0.7,0.7,0.7, 1.0 };
GLfloat mat_specular[] = {1.0, 1.0, 1.0, 1.0 };
GLfloat mat_shininess[] = { 100.0 };

glClearColor (0.0, 0.0, 0.0, 0.0);
glMaterialfv(GL_FRONT, GL_DIFFUSE, mat_diffuse);

glMaterialfv(GL_FRONT, GL_SPECULAR,
mat_specular);

glMaterialfv(GL_FRONT, GL_SHININESS,
mat_shininess);
glEnable(GL_LIGHTING);
glEnable(GL_LIGHTO);
glEnable(GL_DEPTH_TEST);
glEnable(GL_AUTO_NORMALY);
glEnable(GL_NORMALIZE);

init_surface();

theNurb = gluNewNurbsRenderer();

gIuNurbsPrc))perty(theNurb,GLU_SAMPLING_TOLERANC
E, 25.0);

gluNurbsProperty(theNurb, GLU_DISPLAY_MODE,
GLU_OUTLINE_POLYGON);

gluNurbsCallback(theNurb, GLU_ERROR,
nurbsError);

void display(void)
{
inti, j;

glClear(GL_COLOR BUFFER _BIT |
GL_DEPTH_BUFFER_BIT);

glPushMatrix();
glRotatef(330.0, 1.,0.,0.);
glScalef (0.5, 0.5, 0.5);

gluBeginSurface(theNurb);
gluNurbsSurface(theNurb,

8, knats, 8, knots,

4* 3, 3, &ctlpoints[0][0][0],

4,4, GL_MAP2_VERTEX_3);
gluEndSurface(theNurb);

glPopMatrix();
glFlush();
void CALLBACK nurbsError(GLenum errorCode)
const GLubyte *estring;
estring = gluErrorString(errorCode);
fprintf (stderr, "Nurbs Error: %s\n", estring);

exit (0);
}




& F\Users\Ting\My Projects\V52005\ codes\debug\surface. exe

Exemplo

GLfloat knots[8] = {0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0};
/*
* |nitializes the control points of the surface to a
small hill.
* The control points range from -3 to +3 in X, y, and
z
*/
void init_surface(void)
{
intu,v;
for (u=0; u<4;u+t+){
for (v=0; v <4; v++) {
ctlpoints[u][v][0] = 2.0*((GLfloat)u - 1.5);
ctlpoints[u][v][1] = 2.0*((GLfloat)v - 1.5);

if(u==1||lu==2)&& (v==1]lv==2))
ctlpoints[u][v][2] = 3.0;

else
ctlpoints[u][v][2] = -3.0;

}

Cddigo-fonte: http://www.opengl.org/resources/code/samples/redbook/surface.c




