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1 Introducao

Existem dois modelos comumente usados para simulagoes de deformacoes em
tecidos: mecanica de particulas e mecanica do continuo. No caso do uso de
particulas, discretiza-se a superficie em uma malha regular, com cada vértice
conectado a seus vizinhos. A interagao entre esses vértices pode se dar de
diversas formas, sendo geralmente escolhido o modelo massa-mola. Apesar de
eficiente em termos de processamento, este modelo é uma simplificacao das
propriedades fisicas do tecido, descartando um efeito direto de propriedades
como as curvaturas, e geralmente necessitando de aproximagoes para resultar
visualmente no comportamento esperado. No caso de mecénica do continuo,
embora a simulagao seja precisa, ela requer um alto custo computacional e nao
é aplicavel em situagoes onde se deseja produzir resultados em tempo real.

Esse trabalho propoe-se a estudar e implementar o modelo proposto em
Green et al. [I], baseado na teoria de superficies de Cosserat da Mecanica do
Continuo. Ele utiliza propriedades de geometria diferencial, como tensores mé-
tricos e de curvatura, para considerar alteracoes de area e curvatura na esti-
macao das forgas internas, tornando-o um modelo interessante para simulagoes
realistas. Entretanto, por possuir uma formulagao complexa, ele nao é muito
apropriado para implementacoes numéricas envolvendo malhas discretizadas.
Nossa implementagao envolve a elaboragao de solugdes numéricas para supe-
rar estas dificuldades e tornar possivel a aplicagao do modelo de Cosserat em
superficies de topologia arbitréria.

Contribuigoes A principal contribui¢ao do nosso trabalho é apresentar uma
solugao numeérica para a equagao diferencial parcial de equilibrio para cada ponto
r de valéncia arbitraria
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onde p é densidade de massa (massa por unidade de area), p é o coeficiente
de forgas de amortecimento que agem contra as friccoes do tecido e as forcas
externas de friccao de fluidos, F denota a contribuicao total de forgas externas
por unidade de massa em r e o termo w corresponde a energia interna por
unidade de area associada a aparéncia de flexibilidade da malha. As equagoes
constitutivas K(r,t) sdo geralmente chamadas de rigidez da malha.

No6s propomos usar o algoritmo de estimagao de curvaturas proposto por Ba-
tagelo e Wu [2] para determinar as variagdes de curvaturas, e usar um referencial
de coordenadas curvilineas variavel (convected curvilinear system) para obter as
derivagdes métricas ao longo da deformagao. Ao introduzir e adaptar essas téc-
nicas noés superamos dificuldades envolvendo a valéncia dos vértices, presentes
em alguns trabalhos anteriores [3, 4]. Em particular, inspirados pelo artigo
de Rusinkiewicz [5], nos tentamos discretizar cada termo na equagao constitu-
tiva usando sua interpretagao geométrica. Em nossos experimentos avaliamos
a qualidade e desempenho da simulacao e fomos capazes de observar diversos
resultados interessantes que validam e delimitam nossa abordagem.

2 Preliminares

Nesta secao apresentamos alguns conceitos fundamentais para desenvolvimento
do modelo de superficie de Cosserat.

2.1 Notacgao de Einstein

A notacao de Einstein permite escrever equagoes complexas, especialmente en-
volvendo somatorio de termos, de maneira compacta [6]. Ela é extensivamente
utilizada no desenvolvimento das superficies de Cosserat.

Nessa notagao, letras romanas representam os valores 1,2 e 3 e as gregas
apenas 1 e 2, numa combinacao de diversos fatores. Por exemplo, uma equagao
A = z;y,, € uma forma compacta de expressar
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i=1 a=1
= T1y1 + T2y1 + T3Y1 (2)
= 21Y2 + T2Y2 + T3Y2 .

2.2 Tensores

A descrigao quantitativa de propriedades geométricas ou fisicas podem mudar
na mesma ou na dire¢ao oposta de mudangas na base de vetores. Se elas mudam
na mesma dire¢ao, o tensor é chamado de contravariante, e caso contréario, de
covaritante. Uma notacao de sobrescrito e subscrito é adotada para distinguir
entre estas duas variacoes. Indices superiores indicam componentes contravari-
antes, e inferiores covariantes. A ordem (ou grau) de um tensor é a dimensao
do arranjo necessario para representa-lo.
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Um conjunto de quantidades 7" (Z;,%x) e T (zp,2;) sdo os componentes
de um tensor contravariante de segunda ordem, se quando transformamos as
coordenadas, essas quantidades se transformam de acordo com a lei
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Analogamente, o conjunto de valores Tjk(fj,fk) e Thi(xp,z;) formam os

componentes de tensor covariante de seqgunda ordem se sua transformagao segue
a lei

T (p, 7). (3)
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2.3 Tensores métrico e de curvatura

Seja r: 2 — R3 uma superficie regular S dada por
r(z',2?) = (x(z',2%),y(a", 2%), 2(a", 22)), (5)
com z', 22 € Q. Como temos
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o comprimento ao quadrado I(«a(t)) de um arco de uma curva parametrizada
a(t) = r(xt(t),2%(t)) pode ser expresso
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A Eq. |Z| ¢é a primeira forma fundamental da superficie S, enquanto ang sao
chamados de componentes de tensor métrico. Os coeficientes a®® podem ser
obtidos através da matriz inversa da Eq. [7}, sendo
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a = a11G22 — Q12021 -

A segunda forma fundamental da superficie S, que nos d4 uma medida da
variagdo do vetor normal ao longo de a(t), pode ser expressa como

1
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onde
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Os componentes b,g formam o tensor de curvatura.

De forma simplificada, ao consideramos um ponto P pertencente a superfi-
cie S, aqp esta relacionado as propriedades comprimento e drea enquanto bug
descreve o quao curva é a superficie.

Em condigoes onde % e % sao ortonormais, o tensor de curvatura fica
igual ao que chamamos de matriz de Weingarten que possui duas propriedades
que nos interessam: (1) os autovalores representam as curvaturas principais da
superficie no ponto; e (2) os autovetores representam, na base de referéncia esco-
lhida, as diregoes principais no ponto. Com isso, podemos escrever as seguintes

igualdades
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2.4 Sistema de Referéncia Variavel

No nosso modelo, é necesséario adotar um sistema de referéncia para interpretar
os valores sendo obtidos. Para cada ponto P sobre a superficie S, existe um
sistema de base {aj, as, a3} onde
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Isto implica que cada ponto P possui um referencial local, que nao é neces-
sariamente igual aos pontos vizinhos. Na verdade, quando comecarmos a lidar
com deformagoes ao longo do tempo, o mesmo ponto em instantes diferentes t,
ird4 possuir referenciais distintos conhecidos como convected curvilinear system.

2.5 Derivada Covariante

A notagao T P indica o que chamamos de derivada covariante. Como uma
derivada ordinaria, ela se refere ao diferencial do tensor T em relagao a uma
das variaveis % do sistema de base ou, se pensarmos no sistema definido anteri-
ormente, & variagao de T na diregao a; ou as. Entretanto, esse referencial nao
é necessariamente o mesmo entre dois pontos distintos. Logo, é necessério levar
em consideracdo a mudanca da base quando se quer determinar o diferencial de
T entre dois pontos.

Como descrito em Sanchez et al. [7], a derivada covariante de vetor contra-
variante, na diregao a,, envolvendo a variavel =, pode ser obtida usando
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Em nosso trabalho, também precisaremos de derivadas covariantes de ten-
sores de segunda ordem T°? que assumem a seguinte forma
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As Egs. [14) e [I5] sdo compostas por uma derivada parcial ordinaria, somada
a outros termos contendo simbolos de Christoffel 'Y\ a ser detalhados na Secao
Sao justamente esses termos que levam em consideragao a alteragao entre
os referenciais em pontos diferentes da superficie.
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2.6 Simbolos de Christoffel

Observando a equagao para o simbolos de Christoffel do tipo 1

Fijk _ 1 <8ajk + Ba;ﬂ- _ 8aij> 7
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vemos que eles estao diretamente ligados aos diferenciais da base, ja que es-
tao associados aos tensores métricos. Para a derivada covariante de tensores
contravariantes, é necessario utilizar os simbolos de Christoffel do tipo 2

Flﬁ = a”l"am + a27ra52 .

3 Trabalhos Correlatos

Modelos baseados em propriedades fisicas sao considerados como os mais pro-
missores para futuro de produgoes de simulagoes de tecidos em movimento com
um comportamento visualmente natural. Eles consideram que a dindmica da
malha seja regida pela equacao diferencial parcial de equilibrio em cada ponto r
dada em Eq.[I] Como observado por Nealen et al., pesquisas em modelos defor-
méveis tem recebido consideravel atengao [8]. Apesar dos esforgos nas tltimas
trés décadas, ainda é necessario muito trabalho para conseguirmos os resultados
esperados. Para manter essa segao sucinta, nos nos referimos a alguns traba-
lhos focados na aplicagao da teoria de superficies de Cosserat no modelamento
de superficies deforméveis. De acordo com a teoria de superficies de Cosserat,
as forgas internas da mecénica continua podem se expressas como uma fungao
da variagdo da energia A(r,t) com respeito as medidas de esticamento ¢ e de
curvamento K:

0A(r,t)  OA(r,t) = 0A(r,t)
Fose) — oe() ak(t)

Apos a publicagao de trés artigos por Simo et al., onde é demonstrado que,
apesar de uma formulagao complexa, a teoria classica de cascas é condutiva para

K(r,t)r(t) = (16)




uma implementacao numérica eficiente [0, [10, 1], Eischen et al. apresentam
em [I2] um modelo de tecido com base na superficie de Cosserat. O ponto-
chave de seus achados é uma nova parametrizagao que evite termos como os
simbolos de Christoffel e os coeficientes da segunda forma fundamental. O custo
disso é a adotacgao de relagoes que nao associam explicitamente as propriedades
geométricas com as grandezas cinéticas.

Melo e Wu mostram que o modelamento do tecido como uma superficie elas-
tica de Cosserat, com o vetor diretor inextensivel e paralelo & normal, permite
obter uma expressao algébrica com relagoes explicitas entre as propriedades ge-
ométricas e fisicas [3]. Essas propriedades sdo as curvaturas média e Gaussiana.
Eles também observam que suas equacgoes constitutivas diferem da formulagao
proposta por Terzopoulos et al. [I3] em somente um termo adicional — a curva-
tura meédia, que pode ser usada para controlar efeitos sutis de enrugamento [I4].
Portanto, eles adotam o mesmo método de diferengas finitas para discretizar o
termo de energia potencial A(r,t) e a mesma forma de integragdo semi-implicita
para mover a superficie durante o tempo. Dessa forma, diversos padroes de de-
formagoes sao possiveis: nao s6 a suavidade de dobras e rugas é controlada, mas
também sua quantidade em uma dada area de superficie.

Ao contrario da técnica de integracio semi-implicita, Monteiro e Wu aplicam
um método explicito para conseguir uma animacao fisicamente plausivel a um
menor tempo de execucdo [4]. Eles mostram que pequenos passos temporais
sao balanceados por calculos mais simples e equagoes constitutivas mais pre-
cisas. Entretanto, suas implementagoes sao limitadas a malhas quadriculadas
regulares, com vértices de valéncia 4.

Vale ainda comentar que, recentemente, com avango da tecnologia de dis-
positivos de captura de movimentos, tornou-se possivel sintetizar imagens de
movimento de tecidos com bastante realismo e um desempenho interativo [15].
Esta nova classe de métodos toma como base sequéncias de tecidos em movi-
mento capturadas para estimar os pardmetros de deformagao. Diferentemente
destas técnicas que requerem um modelo de referéncia, a técnica que desenvol-
vemos permite sintetizar até movimentos fisicamente nao realizéveis.

4 Modelo de Cosserat

Nosso trabalho tem como objetivo achar uma solugao numérica plausivel para a
simulacao das dindmicas de uma superficie de Cosserat para provar nossa con-
jectura que pode ser uma alternativa para modelamento de tecidos. Nesta secao
nos explicamos de forma resumida alguns passos intermediarios importantes no
desenvolvimento dessa teoria.

Seja S(t) = r(z!,22,t) uma superficie elastica deformavel no instante ¢, e
sejam curva-z! e curva-z? as curvas coordenadas sobre S e z3 a normal para
S(t). z' sao identificados como coordenadas varidveis (convected coordinates)
porque qualquer ponto em S possui as mesmas coordenadas curvilineas tanto no
estado de referéncia como no deformado. As derivadas ao longo dessas curvas,
conforme indicado na Eq. sao representados por a;. Estas quantidades sao



linearmente independentes e compoem os vetores-base, onde % e % estao

sobre o plano tangente normal a n = az. Associado a cada ponto de S(t), temos
ainda um vetor d com dire¢ao saindo da superficie, mas nao necessariamente ao
longo de sua normal, .

Destes elementos, podemos computar os componentes ag do tensor métrico
e os componentes byg de seu tensor de curvatura para cada ponto de S(%).
Particularmente para t = tg, a superficie ndo deformada é referida por S(ty) =
R(z!,2%) = r(at, 22, t0), com os tensores métricos e de curvatura em cada ponto
denotados por Ang = aap(to) € Bag = bas(to) respectivamente, e o vetor diretor
como D = d(¢).

Os vetores diretores de uma superficie de Cosserat ndo estao necessariamente
na diregao da normal associada ao mesmo ponto, nem tem obrigatoriamente
norma unitaria. No caso onde os vetores coincidem com os vetores normais
para qualquer ¢, ou seja d(t) = a3(t), a superficie passa a ser denominada como
superficie de Cosserat com wvetor diretor inextensivel e paralelo a normal. De
acordo com Green et al., nesses casos temos relagoes explicitas entre as varidveis
cinéticas, tensao de esticamento €, e tensao de curvatura kg;, e as propriedades
geométricas, tensor meétrico a,p e tensor de curvatura b,g [1J:

1
€aB = i(aaﬁ - Aaﬂ) KBa = 7(1)[30‘ - Bﬁa)' (17)

Melo e Wu mostram em [3] que pequenas modificagdes na formulagdo para
energia interna A(r,t) proposta por Green et al. leva a uma expressdo onde
varidveis possuem um interpretagao geométrica mais significativa.

pA(rt) = % 5(t)eqs(t) + U ko (t)ras(t) +
®a5w65aﬁ(t)’i’y5(t)7 (18)

onde 4 é a densidade de massa por unidade de area de S no instante t, e

@04675 _ C[AaﬁAfyz? + (Aoz'yAﬁé + Aa5A,8'y)]
poasvs — g[AOtﬂA’WS —&-AO"YAﬂ(S—I—Aa‘SAﬂ'Y]
O = G[AP AT 4 (ATAP 4 A APT)]. (19)

Os termos @879 ¢ P19 afetam predominantemente os comportamentos de
esticamento e curvamento, respectivamente. Logo, denominamos ( e £ coefi-
cientes eldsticos e os parametros ®*#10 ¢ WA propriedades do material. O
termo ©*#7% por sua vez, afeta de maneira mais significativa o niimero de on-
dulagées (comportamento fora-do-plano) na superficie sendo deformada, sendo
chamado de fator de enrugamento.

Seja o a area de uma superficie de Cosserat com vetor diretor inextensivel
no instante ¢, limitada por uma curva fechada C. Se cortamos S ao longo da
curva C, e designamos os lados de § como um sendo positivo e outro negativo, a
parte no lado positivo exerce uma forga na parte negativa de S. Esta forga por
unidade de comprimento é transmitida por um comprimento incremental ds de
C por contato direto das duas partes de S. Seja o vetor v = v,a®, tangente a



superficie e perpendicular a C, o vetor normal exterior. Se para todos os campos
de velocidade arbitrarios v existe um campo de forca tri-dimensional N = Nta,,
tal que o escalar N - v representa o trabalho por unidade de comprimento ds
de C, entao N é um vetor forca de curvamento medido por unidade de compri-
mento. Analogamente, se M = M‘a; é um campo vetorial tri-dimensional e se
para quaisquer campos vetoriais de velocidade arbitrarios w, o escalar M - w
representa o trabalho por unidade de comprimento de C, entdao M é o wvetor
for¢ca diretor medido por unidade de comprimento. Eles podem ser expressos
em termos da base de vetores a;.

N = N'a; = v, N® = 1,(Na;) = (v N')a; (20)

M = M'a; = v,M* = v, (M™®a;) = (v, M'*)a;, (21)

onde NA® N3« MPe e M3* sio tensores de superficie contravariantes sob a
transformagao de coordenadas de superficie.

Green et al. mostrou que para uma superficie de Cosserat com vetor diretor
inextensivel e paralelo a normal, as seguintes igualdades sao validas

0A
Maaag

0A
Naﬁm )

N*aﬁ —
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(22)

e o tensor de contado de superficie pode ser obtido usando

Naﬂ — N*aﬂ _ apab)\pMﬁ)\

N3 = 1% M. (23)
Se aplicarmos, por unidade de massa de S, campos de forca F = F'a; e L = Lia;
no instante t, tal que F - v e L - w representam o trabalho por unidade de area

de S para quaisquer v e w respectivamente, Green et al. demonstra em [I] as
seguintes equacoes de conservagao de momento linear

pv — N, = pF(r,t), (24)
e para o momento angular,
m = M, + pL(r,t),
onde v = % e m é vetor forca diretor
Ignorando momento angular e velocidades de corpos rigidos sobrepostos, a

equagao de movimento fica a reduzida a Eq. [24] que quando colocada em forma
de componentes fica

N@O‘—ng?’a—i—uFB = w’
NE = bapNP* + uF® = o, (25)



Com isso 0 nosso problema se reduz a computacao do sistema [25] para obter os
deslocamentos de cada ponto da malha em cada intervalo de tempo [t;,t;41).
Métodos simples de diferencas finitas impoem a limitagao de que a valéncia para
cada amostra seja 4, e os método de elementos finitos sao ainda proibitivos para
produgao de resultados interativos. Noés discutimos na segao [5| nossa proposta
para solucao numérica.

5 Implementacao

Para poder realizar nossa simulagao, sao necesséarios os seguintes passos, para
cada vértice:

e Determinacao das bases a;.

Calculo dos tensores métrico e simbolos de Christoffel.

Calculo das curvaturas principais, e do tensor de curvatura.

Calculo dos tensores N8 e M8,

Calculo de Mﬁo‘|a

Calculo de N¢|

Estimar nova posicao do vértice.

Definir base

Estimar a_,(t,
aplt) ortonormal {t,b,n}.

Calcular base .
e simbolos de

a,a . Estimar b4(t) e
fay,2,} Christoffel aplt)
converter para {a,,a,}
Estimar novas Calcular Calcular M2
posicdes Nala e Nie

Figura 1: Fluxo do algoritmo.

5.1 Determinacgao da base a; e simbolos de Christoffel.

Para criar uma base de vetores a; que satisfacam as propriedades de coordenadas
mdveis (convected coordinates), sao escolhidos em passo de inicializacdo, para
cada vértice v, vértices vizinhos de referéncia, e a aresta relacionada é usada para
determinar a,. a3 é determinado utilizando-se métodos tradicionais de célculo



de normal de superficies. Finalmente, para tentar tornar o modelo discretizado
mais proximo do modelo tedrico, os vetores a, sao girados para que fiquem
pertencentes ao plano perpendicular a as.

Com a; estimado, é possivel calcular os componentes ang do tensor métrico
e, usando métodos tradicionais de diferencas finitas, os valores para os simbolos
de Christoffel.

5.2 Estimativa de tensores métrico e de curvatura

Para cada vértice v da malha, é escolhida arbitrariamente uma das arestas
adjacentes como vov para definir um referencial local (Figura .

n5'

n4
n2

v3

Figura 2: Vizinhanca de um vértice v

¢ = v

[vov]
b = nxt
n = 1n.

Todas as arestas adjacentes a v, e;, sao representadas como combinagoes lineares
dos vetores-base desse referencial local{t, b, n}.

e; = tt; + bb;
ti = €;- t
bi = €;- b.

Utilizando Eq. [[2] podemos montar o seguinte sistema de equagdes cuja
solucao nos daria os elementos do tensor de curvatura em v com respeito a
{t,b,n}:

Aniﬂgti = blltf + blgtibi
Ani,bbi = blgbiti + bQQb?
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An; b, = blltibi+b12b?
An;pt; = biot? + baot;b;

Para produzir boas estimativas independente das distribuicao das arestas,
resolvemos de fato um sistema de equacoes que se resultam da soma das equagoes
envolvendo as mesmas incognitas de todas as arestas adjacentes. Com isso,
nossa técnica aproveita todos os dados disponiveis para cada vértice, inclusive
em regioes criticas como as de fronteira da malha. Embora essas regioes possuam
menos dados para o célculo da estimativa, e os erros sejam comparativamente
maiores, eles nao parecem ser grandes o suficiente para chegar a comprometer
a simulagao como um todo.

5.3 Forcas e tensores de deformagao

Na equacao [24] temos os vetores forga de deformacao N®. Este vetores possuem
as componentes
NP = N*Ba, + N3Pa; , (26)

onde N®# ¢ chamado tensor componente de deformacéo da superficie. De ma-
neira anéloga, os vetores forga de giro M sdo compostos pelo tensor de giro

Mes,
Para uma superficie de Cosserat com vetor diretor inextensivel e paralelo &
normal, é possivel deduzir que
MP(t) = WP s(t) + 010 5(t)
NOB() = &0 5(t) + Ok (1), (27)

O passo final para a determinagao de N é

NoP(t) = NP(t) = MPI(t) (a™ (t)bsy (1))
N3 = MPe . (28)

5.4 Deformacao do tecido

Com N¢ estimado para cada vértice no instante ¢, usamos agora a Eq. [14] para
obter as forgas internas N, ﬁ;. Aplicando estes valores em uma versao discretizada
da Eq. 24] ¢ possivel estimar a nova posi¢ao de cada vértice

’uv(t + At) —v(?)

At
pv(t+At) = AN, + Nf, + uF) + pv(t)

= N}, + N}, + uF

completando assim a simulacao fisica do instante ¢.
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6 Resultados

Como nossa solugao envolve diversos passos que nao possuem algoritmos e téc-
nicas tradicionais, é essencial avaliar os resultados de cada etapa para tentar
garantir que as estimativas estao dentro do esperado e nao comprometem os
valores calculados nas etapas seguintes.

6.1 Tensores Métrico e de Curvatura

Para avaliar nossos resultados, utilizamos algumas superficies paramétricas co-
nhecidas para comparar os valores estimados pela nossa técnica com os calcu-
lados algebricamente. Nestas deformagoes o deslocamento de cada vértice esté
sendo determinado apenas pela equagao parametrizada, sem levar em conta for-
¢as internas. Na Figura 3| nos temos uma visualizagdo para os erros em nossas

Figura 3: Erros nas estimagoes do tensor (a) Métrico e de (b) Curvatura

estimativas, para uma superficie discretizada em 20x20 segmentos. Para o ten-
sor métrico a cor azul representa um erro numérico de 0.001 e a cor vermelha
um erro de 0.0065. Para o tensor de curvatura esses valores sao 0.01 e 0.09,
respectivamente. Como é possivel visualizar nessas imagens, os erros estao bem
razoaveis e concentrados nas areas esperadas. Caso seja necessario o aumento
da resolugao de discretizagao reduz esses erros significativamente, mas os valores
apresentados ja nos deixam confiantes que as estimativas podem ser usadas nos
proximos passos.

6.2 Energia Potencial

Utilizando a Eq. podemos obter estimativas da energia potencial para cada
ponto. Como isso nao envolve os calculos das derivada covariantes, serve como
uma boa avaliagao dos resultados intermediarios.

Na Figura [ vemos a energia potencial, mas observando separadamente os
efeitos das variagoes dos tensores métrico e de curvatura. O estado inicial ¢y para
essa superficie ¢ um plano. Como esperado, regioes que tiveram uma deformacao
mais forte de esticamento tem uma energia maior devido a £,3 enquanto as que
passaram a ser mais curvadas, proximas ao centro, tem maior contribui¢ao por

Rag-
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Figura 4: Energia potencial codificada em cor amarela (alta) e azul (baixa),
considerando contribuicao de (a) tensor métrico e (b) de curvatura.

6.3 Derivadas covariantes

Como elas sdo muito importantes para a estimativa das forgas internas, é impor-
tante observar se os valores obtidos para derivadas covariantes estao dentro do
esperado. Para facilitar essa avaliagao visual, observamos apenas os valores para

Figura 5: Visualizacio da derivada covariante M5 N

MP , na Figura [5| O valor representado pela cor amarela é a soma de todos
os valores absolutos (8 no total) de cada um dos componentes do tensor de giro
MPBe_ derivados covariantemente para a,. Pela Eq. [27| sabemos que este tensor
depende da variacao do tensor métrico e de curvatura. Entretanto, a constante
© é trés ordens de grandeza menor que ¥, portanto espera-se que kqg seja o
termo dominante. Para o primeiro caso, temos uma superficie h(u,v) = u? —v?.
Pensando em diferengas finitas, espera-se que no ponto critico das curvas, o
valor mostrado na imagem seja pequeno, ja que avaliando nos dois sentidos, ira
se observar os mesmos valores de M2, implicando em um diferencial nulo, e de
fato é isso que se constata.

Para o segundo caso, temos uma superficie plana que passa ter uma defor-
macao do tipo u? a partir de uma certa linha. Como M?® ¢ zero no plano, mas
passa a ter uma valor consideravel quando uma curvatura aparece, espera-se
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que na regiao de encontro a derivada detectada seja grande. Na medida que se
avanga na curva da parabola, para cada ponto considerado, a superficie se curva
cada vez menos em relagao ao estado inicial plano, e portanto espera-se valores
pequenos para a derivada. Mais uma vez, o comportamento visual é o esperado.

Além dessa visualizacdo, comparagoes numéricas entre valores estimados
pela malha e calculados algebricamente por superficies conhecidas, ndao apresen-
taram erros maiores que 10% para uma malha composta por 40x40 segmentos.

6.4 Simulacao de Movimento

Com as etapas anteriores avaliadas, produzimos agora as simulagoes de compor-
tamento fisico das malhas. Infelizmente, encontramos uma limitagao que ainda
nao foi superada nas regioes de fronteira, que é discutida em um pouco mais de
detalhes na Secao[7] Em decorréncia disso, nossas simulagoes estao limitadas a
cenarios onde as bordas das malhas nao se deslocam.

Na avaliagao da nossa técnica, foi utilizada uma superficie discretizada em
uma malha dividida em segmentos, com vértices contendo uma valéncia entre
4 e 8. Nesta malha, ndés aplicamos uma forca externa em regiao central, e
dependendo do caso, também uma forca de gravidade presente em todos os
vértices. A Figura [6] mostra uma das simulagoes produzidas.

Figura 6: Simulacao de esticamento de um tecido, soltando logo em seguida,
sem forgas de gravidade

Foram realizados dois experimentos para podermos analisar alguns aspectos
especificos do modelo implementado.



6.4.1 Desempenho

Para uma simulacdo como a representada na Figura [6] foi considerado como
estado final quando o sistema se estabiliza novamente, e feitas medidas do tempo
de processamento. O hardware utilizado foi um processador Intel i5-2500k, com
8GB de RAM. A animagao total gerada tem 19 segundos e o At usado para a
Eq. [29] foi 2.107%. Os resultados estdo na Tabela

Tabela 1: Desempenhos (tempos sdo expressos em milissegundos)
Tam. Malha Tempo Passo | Tempo Renderizagao

20 x 20 7.52 14 . 103
40 x 40 24.97 140 . 103
80 x 80 70.87 400 . 103

O algoritmo atual nao esta otimizado, utiliza apenas um thread e roda exclu-
sivamente na CPU, sem auxilio de GPU fora a visualizacao da imagem. Mesmo
nessas condigoes, para uma malha discretizada em 20x20 divisoes, ja é possivel
produzir resultados em tempo real. Entretanto, isto deixa de ser vidvel para
resolugoes maiores, mesmo se mantiver At constante, o que aumenta a possibi-
lidade de erros que gerem colisoes internas.

6.5 Estabilidade

A simulacao anterior ja demonstra que a malha volta ao estado inicial depois de
sofrer uma perturbagao, quando todas as forgas externas se tornam nulas. Agora
observamos o caso onde é aplicada uma forga equivalente a forga da gravidade,
constante em todos os vértices, com excegao dos pertencentes a borda.

Figura 7: Estado estével com gravidade presente, para (a) ¢ = 1071, £ = 1074,
$=10"c (b) (=102, £ =10, ¢ = 10~

A Figura [7] mostra dois casos, com constantes diferentes, que chegam a
estados estaveis que refletem as diferentes propriedades fisicas simuladas.

7 Conclusao

Nossa proposta de utilizar modelos de superficies de Cosserat para produzir
simulagoes mais realistas quando comparados com modelos massa-mola, mas
sem o alto custo computacional associado a modelos tradicionais de mecéanica
continua, esta produzindo resultados positivos.
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Figura 8: Simulacdo de movimento fisico de uma malha

Limitagao na borda O maior problema atual é falha da técnica nas regices de
fronteira. Como descrito na Se¢ao[do modelo de superficies de Cosserat trabalha
com curvas fechadas C que delimitam &reas dentro de uma superficie, o que o
torna problematico para regides de fronteiras na discretizagao, pois elas nao
sao originalmente contempladas. Entretanto, trabalhos anteriores envolvendo
superficies de Cosserat, como o de Wu e Melo [16] obtiveram sucesso em resolver
esse problema, o que sugere que também sera possivel no nosso modelo.

Apesar dessa limitagao, os resultados obtidos como o ilustrado na Figura[§]ja
mostram animacoes com comportamento bem complexo. Para malhas discreti-
zadas em 20x20 segmentos, a técnica ja é capaz de produzir resultados iterativos
em tempo real, e as possibilidades de otimizagao sao consideraveis. Em cada
estagio da fluxograma mostrado na Figura [I} cada vértice pode ser processado
independentemente, o que implica em enormes ganhos com paralelizagao. A
maioria das operagoes envolve vetores ou matrizes simples, que foi uma escolha
deliberada para permitir que trabalhos futuros implementes esse algoritmo em
GPUs, oferecendo mais ganhos de desempenho.

Portanto, o objetivo inicial de produzir animacoes realistas em tempo real
parece bem possivel, apesar de algumas dificuldades ainda estarem presentes.
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