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Resumo

Este trabalho tem como objetivo obter o tragado nao-sobreposto da curva intersecao de duas
superficies regulares a partir de um ponto inicial sobre a curva. Sao propostas solucoes para dois
problemas detectados: 1) uma adaptacao da dire¢ao de caminhada em cada ponto, seja ele singular
ou regular; e 2) uma determinacao robusta do ponto final de um tragado de forma a garantir uma
unica volta no caso em que hé laco fechado no dominio paramétrico. Diferentemente dos trabalhos
existentes, que usam direcoes de caminhada de ordem até 2, apresentou-se duas novas direcoes de
caminhada de contato de ordem 3, com uso de vetor tangente, curvatura e tor¢do. Adicionalmente,
foi proposta também uma técnica para estimar estas grandezas nos pontos préximos aos pontos
singulares, mas nao cuspidais. Elaborou-se ainda, com base na Topologia Diferencial, um algoritmo
eficiente para estimar o indice de rotacdo de uma curva fechada através da distincdo dos tipos
de pontos singulares determinados ao longo do tracado. A utilizacao de resultados de teoria de
singularidade possibilitou o desenvolvimento de critérios menos sensiveis as precisoes numéricas de
um sistema digital, abrindo perspectivas para novos paradigmas.



Abstract

The purpose at this work is to get a non-overlapping tracing of the intersection curve of
two regular surfaces starting from a point on the curve. Solutions for two identified problems are
proposed: 1) an adaptation of the marching direction at each point, either singular or regular; and
2) a robust determination of the end point of a tracing in order to guarantee only one turn in the
tracing of a closed loop in the parametric domain. Differently from the previous works, which use
directions of contact order up to 2, two news directions of contact order 3 were presented using
tangent vector, curvature, and torsion. Moreover, a technique was considered in order to estimate
these quantities at points close to singular but not cuspidal points. It was also elaborated, on the
basis of the Differential Topology, an efficient algorithm for estimating the rotation index of the
closed loop based on parametrized loops and types of singular points determined along the curve
tracing. The use of Singularity Theory led to the development of criteria which are less sensitive
to the numerical precisions of a digital, opening perspectives for new paradigms.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho pretende-se apresentar uma contribuicdo & determinacdo de intersecdo de
duas superficies regulares.

Do ponto de vista histérico o problema de interseciao de superficies (SSI) vem de muitos
séculos atrds. As cldssicas curvas conhecidas como conicas (elipse, hipérbole, pardbola) sdo obtidas
através da intersecdo entre duas superficies: um plano e um cone.

Muitos problemas de Engenharia podem ser reduzidos em problemas de intersecao, como
em
e aplicagoes em robédtica, por exemplo colisoes de objetos;
e aplicacoes em CAD e CAGD, para modelar objetos de geometria complexa;
e simulacoes de manufatura de pecas que envolve corte, fresa, etc;
e aplicacoes em geometria computacional;
e representacoes de silhuetas de objetos complexos;
e aplicagOes em geociéncias, para determinar as curvas de nivel de uma superficie;
e visualizacao foto-realistica, para determinar a visibilidade e as interacoes entre raios lumi-

nosos e os objetos de interesse.

Nas ultimas décadas o problema do cilculo de intersecao de superficies dadas por equacoes
paramétricas tem sido extensivamente pesquisado por vérios especialistas da area de Modelagem
Geométrica. Se as duas superficies forem definidas por parametrizacoes F'(u,v) = (f1(u,v), fo(u,v),
f3(u,v)) e G(p,q) = (91(p,q),92(p,q),93(p,q)), entdo os pontos da curva intersecio sdo definidos
pelas solugoes do sistema (em geral ndo-linear) com 3 equagcoes e 4 varidveis:



fi(u,v) — g1(p,q) =
fa(u,v) — ga(p,q) =
f3(u,v) — g3(p,q) =

o O O

submetidas as restricoes: Umin < U < Umaz, Vmin < U < Umazs Pmin < P < Pmaz, Gmin < ¢ < Gmaz-

Este sistema pode nao ter solucao, ter uma tnica solucado ou uma infinidade de solucoes

dependendo das superficies nao se intersectarem, serem tangentes em um tinico ponto ou se inter-

sectarem segundo uma curva ou segundo um trecho de superficie. Neste trabalho o interesse esta

na intersecao quando ela é uma curva.

Um bom algoritmo de intersecao deve ter as seguintes propriedades [15]:

precisao, no sentido numérico;
robustez, no sentido que toda a intersecao é identificada;
eficiéncia, em particular no sentido de niimero de iteracoes requerido;

auto-controle, no sentido de que nao é necesséria ajuda iterativa do usuario.

Embora nao haja um algoritmo simples que seja 6timo com respeito a estas quatro ca-

racteristicas, hd muitos algoritmos que atendem alguns destes quesitos e, quando convenientemente

aplicados, garantem resultados satisfatérios. As técnicas para o cdlculo da intersecdo de duas

superficies podem ser classificadas em cinco grandes categorias [15]:

Técnicas analiticas (algébricas): consiste na obtengao da equacao da intersecao através de
técnicas puramente algébricas;

Técnicas de discretizagio (lattice evalution): consiste em reduzir a dimensao do célculo de
intersecdo, ao invés de calcular a intersecao entre duas superficies diretamente, calcula-se a
intersecao entre uma das superficies e algumas curvas coordenadas da outra superficie;

Técnicas de caminhada (marching): consiste na obten¢ao de uma seqiiéncia de pontos da
curva de intersecdo, partindo de um ponto dado inicialmente e seguindo uma determinada
direcdo para obtencdo de novos pontos;

Técnicas de subdivisao: consiste na subdivisao do dominio de definicao das parametrizacoes
das superficies de modo que os pequenos pedacos das superficies associados as pequenas
partes subdivididas nos dominios possam ser aproximadas por pequenos planos e

Técnicas mistas: consiste em combinar mais de uma das técnicas mencionadas acima.



Para a intersecao de superficies paramétricas em geral, os métodos mais utilizados sao o de

caminhada [3, 4, 5] e de subdivisao [5, 25].

O método de caminhada é baseado em achar um ponto inicial na curva intersecao e depois
através de uma direcao prossegue-se ao longo da curva iterativamente. Este método usualmente
consiste de trés fases [15, 24]: fase de busca (hunting phase), fase de caminhada/tracado (t¢ra-
cing phase) e fase de classificagao (sorting phase). A fase de busca fornece pontos iniciais para
caminhar na curva de intersecao. Nesta fase pode-se ou nao localizar todos os ramos da curva
intersecdo e prevenir cépias multiplas da mesma sequéncia de pontos durante a fase de caminhada.
Hodographs [28], técnicas de subdivisao [5, 25], e métodos algébricos [1, 14] tém sido aplicados
para ajudar no problema de busca. A fase de caminhada/tracado calcula seqiiéncias de pontos de
um ramo da curva de intersecao partindo de um ponto inicial e seguindo uma determinada direcao
para obtencdo de um novo chute inicial, e a partir deste chute inicial deve-se usar um método
numérico para que convirja para o ponto da curva de interse¢ao. Métodos numéricos usados para
esta finalidade podem ser encontrados em [3, 4, 5, 9, 37]. Diregao e tamanho do passo incorretos
podem levar a resultados errados. A fase de classificacao concatena de forma ordenada seqiiéncias
de pontos de ramos disjuntos obtidos. Esta fase é trivial, quando os pontos na curva de intersecao
podem ser seqiiencialmente tracados numa sé varredura.

A maior parte dos métodos de caminhada fazem uso da geometria diferencial local ou
expansao em séries de Taylor sobre cada ponto da curva de intersegao, para controlar o passo.
Tragando na diregao tangente [5, 24], ao longo do circulo [2, 9, 37], e ao longo da pardbola [30] sao
algumas solugoes apresentadas na literatura e grande parte usa o tamanho do passo dependente da
curvatura [5, 30].

Quando a forma paramétrica da curva é conhecida, suas propriedades locais, como tan-
gente, curvatura, normal, binormal, e tor¢ao, podem ser derivadas exatamente. No esquema da
caminhada, estas propriedades sao exploradas para determinar a curva de intersecao desconhecida.
Motivados pelas aplicagoes das propriedades geométricas diferenciais, na determinacao de direcoes
de caminhada, Ye-Maekawa propuseram algoritmos baseados na Geometria Diferencial para calcu-
lar as propriedades geométricas locais da curva de intersecao, como também para obter pontos da
intersecao [38].

1.1 Problemas detectados na técnica de caminhada

Quanto maior for o contato de direcao de caminhada em relacao a curva de intersecao,
mais eficiente é o algoritmo. Menos iteragOes sao necessirias para converjir o ponto e menos a
probabilidade de cair em outros ramos. Isso motivou uma série de trabalhos a propor algoritmos
para estimar adaptativamente as diregoes de caminhada de contato de ordem maior. Para se
ter uma direcdo de caminhada com contato de ordem trés, é preciso obter algumas propriedades
geométricas como por exemplo: torcao e curvatura. Ye e Maekawa propuseram técnicas para obter
estas propriedades, porém em varios testes realizados, as féormulas propostas por eles, embora



teoricamente corretas, nao sao computacionalmente robustas nos pontos da intersecdo onde as
superficies ndo sio suficientemente transversais. A razao surge na limitacdo de representacio de
pequenos desvios dos vetores normais de ambas as superficies. O primeiro problema é, portanto,
como determinar torcdo nos pontos na vizinhanca de uma singularidade.

Como o método da caminhada consiste em partir de um ponto na curva de intersecao e
determinar iterativamente o préoximo ponto até tracar a curva completamente, caminhar numa certa
direcao, é preciso em algum momento ter um critério de parada. Para curvas abertas o critério de
parada é atingir o bordo do dominio paramétrico, porém qual é o critério de parada para curvas
fechadas? Uma solucao classica para o problema de lacos fechados no dominio paramétrico é
determinar sua existéncia e reduzi-los em ramos abertos. Técnicas para detectd-los previamente
e subdividir os dominios paramétricos da superficie tal que os lacos fechados fiquem divididos em
vérios ramos abertos encontrando em distintos retalhos (subpatches) foram descritas nos artigos [29,
28, 27, 20, 21, 17]. Depois, estes retalhos (subpatches) sdo tratados individualmente. O algoritmo
de deteccao de lagos (“loop detection”) fechados sdo executados geralmente em duas etapas:

e teste da existéncia do lago fechado,

e procurar um ponto no dominio que fique dentro deste lago
Trés tipos de critérios tem sido referenciado para testar a existéncia do laco fechado:

1. critério dos vetores normais (“Normal criterion”) [29, 28, 27],
2. critéiro da distancia [22, 17, 21, 20] e

3. caracterizagao algébrica dos lagos [18]

Os critérios de vetores normais permitem excluir eficientemente situacoes de nao-existéncia,
de lacos fechados. Mas se duas superficies intersectam em lacos fechados, as superficies sao divididas
e novos testes serao realizados nas retalhos (subpatches) para detectar a nao existéncia de lagos
fechados. Quando duas superficies intersectam em lagos fechados muito pequenos, ou em casos
extremos, quando duas superficies intersectam em pontos isolados (singularidades), estes critérios
sofrem o problema parecido com o algortimo da subdivisao. Deteccdo baseada no critéiro da
distancia envolve uma pesada computacio e sua corretude depende da proximidade dos chutes

iniciais para encontrar os pontos criticos.

Pensando nos problemas citados acima e precisando de um critério de parada para curvas
fechadas para que se evite “infinitas iteracoes ” quando se estd caminhado numa curva fechada, Wu
e Andrade [37] fixaram um nimero maximo de iteragoes em 400. Mas esta quantidade de pontos
pode nao ser suficiente para tracar um lago fechado completo, ou por outro lado, pode sobrepor
trechos do laco fechado.

Deve-se lembrar que para tracar uma curva aberta ou fechada, propriedades geométricas
locais tém sido usadas. Por causa da inerente complexidade de curvas algébricas de ordem su-
perior que resultam da intersecao de duas superficies regulares, curvas de intersecio podem ter:



pontos tangenciais, pontos de bifurcacao e cispides. Nestes pontos os vetores normais de ambas
as superficies sdo paralelos. A classificacdo destas singularidades é crucial para uma caminhada
completa e correta. Ye e Maekawa [38] propuseram um algoritmo para analisar o comportamento
de um ponto singular de ordem 2, olhando o discriminante da forma quadrética [7, 12, 13, 19, 23],
que representa o ponto singular em sua vizinhanca. Este método classifica o ponto singular de
acordo com o nimero de raizes reais (tangentes) o que nao permite diferenciar ponto singulares
como cuspidais, tacnoidais e oscnoidais, pois todos esses pontos quando analisados pelo discriminate
possuem uma Unica raiz real, conseqiientemente um vetor tangente.

1.2 Objetivos

Neste trabalho propoe-se explorar mais as técnicas de geometria diferencial, topologia dife-
rencial e teoria de singularidades para apurar os algoritmos existentes referentes a técnica de ca-
minhada:

1. Geometria diferencial para melhorar ou encontrar novas técnicas para obtencao de pro-
priedades geométricas, com isso obter direcoes de caminhada de ordem de contato maior;

2. Teoria de singularidade para obter o comportamento da singularidade e com isso poder
decidir com mais exatidao a direcdo do o préximo passo na sua vizinhanga;

3. Topologia diferencial para obter propriedades globais da curva de intersecao fechada e entao
usd-las para estabelecer um critério de parada da caminhada mais robusto.

1.3 Organizacao

No Capitulo 2 apresenta-se os conceitos basicos de geometria diferencial, topologia dife-
rencial, estruturas algébricas e singularidades necessérios para o completo desenvolvimento deste
trabalho. No Capitulo 3 apresenta-se uma técnica aproximada para determinar as propriedades
geométricas. No Capitulo 4 é mostrado a aplicacdo desta técnica no computo das direcoes de
caminhada na vizinhanca dos pontos singulares. No capitulo 5 apresenta-se uma proposta para
classificar pontos singulares. Foi feito uma andlise preliminar de aplicabilidade destes resultados
no contexto de técnica de caminhada. No Capitulo 6 apresenta-se o algoritmo que estima o indice
de rotacao, sua validade tedrica e aplicacao do indice de rotacao como algoritmo como critério de
parada no traco de curvas fechadas. Finalmente, no Capitulo 7 apresenta-se algumas conclusoes e
propostas para trabalhos futuros.






Capitulo 2

Conceitos

Neste capitulo apresenta-se os conceitos basicos da geometria diferencial, topologia dife-
rencial, estruturas algébricas e singularidades necessarios para o desenvolvimento dos préximos
capitulos. Conceitos de geometria e topologia diferencial podem ser encontrados nas referéncias [6,
8, 16, 31, 32], singularidades nas referéncias [7, 12, 13, 19, 23, 26] e estruturas algébricas nas
referéncias [10, 11].

2.1 Curvas

Uma curva parametrizada o : [a,b] C R — IR3,

a(u) = (&(u),y(u), Z(u)) (2.2)

for diferente de zero (# 0), para qualquer u € [a, b].

Se uma curva é pelo menos de classe C?, pode-se medir o quanto uma curva deixa de ser
reta em qualquer ponto «(u) por sua curvatura, dada por

| é(u) x é(u) |

o .

ri(u) =
onde x denota o produto vetorial de dois vetores. Se k(u) = 0, Vu € [a, b], entao a(u) é uma reta.
Se k(u) = 0 para um ponto isolado P = «(uy), up € [a,b], entdo P é um ponto de inflexdo ou um
ponto planar. Da curvatura, pode-se encontrar o raio r(u) do circulo osculador (r(u) = ﬁ) cuja
primeira e segunda derivadas concordam com as da curva a no ponto a(u).



Se a curva for pelo menos de classe C2 e k(u) # 0, pode-se medir a variacio de quanto ela
deixa de ser plana por sua tor¢cao 7, dada por

(G(u) x &(u)) - &

5> (2.4)

") = e x aG)|

onde ¢ denota a derivada de terceira ordem de . A torcio 7(u) é nula para curvas planas.
As fungoes x(u) e 7(u) sao independentes da parametrizagao. Quando o parametro s é tal que
| &(s) | =1 Vs, dizemos que a curva estd parametrizada pelo comprimento de arco s. Tem-se que

k(s) e 7(s) determinam uma curva em IR?® de modo tnico.

Para qualquer ponto «(u) na curva «, pode-se introduzir um sistema de coordenadas espe-
cial para descrever as propriedades locais da curva. Este sistema de coordenadas com origem em
a(u) tem eixos X, Z, e Y, respectivamente, nas direcoes

)
) = Tam T

 afu) x a(u)
b = Taw) xa) | (25)

Os vetores unitérios t(u), n(u) e b(u) sao chamados, respectivamente, vetor tangente, vetor
normal e vetor binormal. Este sistema de referéncia ou triedro é chamado triedro de Frenet. Os
planos associados a este triedro sao plano osculador (¢n), plano normal (nb) e plano retificante (tb)
(Figura 2.1).

b plano
normal

plano

retificante

plano osculador

Figura 2.1: Triedro de Frenet.



Para uma curva «, parametrizada pelo comprimento de arco s, pode-se exprimir as derivadas
destes vetores unitdrios em termos deles mesmos, através das chamadas formulas de Frenet:

t'(s) = +r(s)n(s)
n'(s) = —k(s)t(s) —7(s)b(s) (2.6)
b'(s) = —7(s)n(s)

Expandindo a curva a(s) em série de Taylor em torno do ponto a(sg) e considerando que
As — 0, pode-se mostrar que, as projecoes de «(s) nos trés planos do triedro de Frenet comportam-

se na vizinhanca de a(sg) como as curvas

X(s) = s— H(ZO) 53,
Y(s) = ﬁ(50)32 + Hl(go)s?’e (2.7)
2(s) = _5(30)67—(30)83’
onde
K'(s0) = " (s0) - (s0)- (2.8)

E também conhecido que na vizinhanca de «a(s,), a curva a(s), tem contato de terceira
ordem com a hélice circular, definida no triedro de Frenet por

S 5 bs
_ B35 — 2 -z 2.9
§=B) = (acos >, asen”, -2 (2.9
onde
K(S0) 7(80)
a=———"— b=——"—— c=+Va%+ b2

K2(80) + T2(80) K2(30) + 72(80)

Em particular, se 7(s,) é nulo, a curva comporta-se como um circulo.

Como foi mencionado, a curvatura e a torcao medem as variagoes do vetor tangente da curva
e do plano osculador, respectivamente. Geometricamente, estas funcées medem, respectivamente,
as velocidades angulares de t(s) e b(s) com As — 0:

l<.',(8) — lim (t(s) — t(s — AS)) (b(s) — b(s — As))
As—0 As As—0 As

. (2.10)

A torcao 7(s) pode ser positiva ou negativa. Ela é positiva quando o vetor a(s) —a(s — As)
estd, em relacdo ao plano osculador, no mesmo semi-espaco do vetor b(s); caso contrario ela assume

valor negativo em s.



Proposicio 2.1 [32] Seja a(s) uma curva regular em R* de curvatura nio nula Vs € I. Fizado
sg € 1.

(a) para todo s suficientemente proximo de sg, «(s) pertence ao semi-espago, determinado

pelo plano retificante, que contém n(sp).

(b) se T(sg) < 0, entao para todo s suficientemente prozimo de sg, a(s) pertence ao semi-
espago, determinado pelo plano osculador, que contém —b(sg) (resp. b(sg)) se s < s (resp. s > so),

(c) se T(sg) > 0, entao para todo s suficientemente prozimo de sg, a(s) pertence ao semi-
espago, determinado pelo plano osculador, que contém b(sg) (resp. —b(sg) ) se s < sg (resp.
s> 80).

Considerando ¢(As) o angulo entre os binormais em a(s) e a(s — As), b(s) e b(s — As),

pode-se ainda exprimir a tor¢do 7(s) como

2sen222)
|7(s)| = Al;rgo Tsz e (2.11)
sign[r(s)] = sign[(a(s) —a(s — As)) - b], (2.12)

onde sign[z] denota o sinal de z.

Definigdo 1 O indice de rotagio de uma curva plana fechada a: [a,b] — R% é o mimero I, de
voltas (orientada) que o vetor tangente &(t) de uma curva rotaciona ao longo da curva [8, 31, 6].

Figura 2.2: Indice de Rotacao.

Seja s parametro de comprimento de arco e ¢ um parametro qualquer. Para uma curva
regular fechada «a, a curvatura x(s) pode ser definida como a derivada d?i(:), onde 6 é o angulo que

o vetor tangente faz com o eixo x. Como % = |&(t)|, pode-se escrever

w b
/ (s)ds = / KBt = 0(a) — O(b) = L,2r,
0 a
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isto é, o indice de rotacdo de a é dado pelo inteiro

= / (t)|dt. (2.13)

A Figura 2.3 ilustra alguns exemplos de curvas fechadas com seus respectivos indices de
rotacao.

g@@

Figura 2.3: O indice de rotacao.

Para curvas fechadas e regulares por parte define-se o indice de rotacdo por adicionar os
“pulos”, isto é, os Angulos nas singularidades.

Definicdo 2 [16] Seja a: [0,w] — R? uma curva fechada, reqular e suave por partes. Seja ag =
0<ay <---<ag=w sendo uma particio em intervalos tal que a|la;,a;11] € reqular e ¢; denota
o angulo exterior orientado de &(a;) para &(a;11_), 1 <i <k—1, e ¢y o dngulo de &(ary) para
a(ai_) (requer que —m < ¢; < ). O nimero

I, %Z/ #)|é(t) |dt+—z¢l (2.14)

€ o indice de rotacao de «.

Um dngulo exterior orientado ¢; (—m < ¢;j < ) em radianos pode ser definido por

< éai) % &(aiy), (0,0,1) >
|¢(ai)l|é(aiy )]

seng; = (2.15)
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cos ¢; = < ‘, : : : . (2.16)

As préximas proposi¢oes resumem algumas propriedades de indice de rotagao.

Proposicao 2.2 [16/ O nimero de rotacio I, de uma curva fechada regular por partes é um
inteiro. Além disso, I, ¢ invariante sobre troca de varidveis com orientacdo-preservada ou uma
simetria de R™. Uma troca de varidveis com orienta¢ao-revertida ou uma simetria de R™ trocard

o sinal de I,.

Definigao 3 [16] Duas curvas oy (t) e aa(t) sdo homotdpicas, se existe uma funcdo continua H tal
que cada Cy(t) = H(t,u), u € [0,1], € uma curva reqular e Co(t) = a1 (t) e C1(t) = aa(t) sdo curvas
dadas inicialmente. Esta aplicacdo € uma deformacdo continua de ay(t) para as(t) e € chamada

de homotdpica.
Proposicao 2.3 [6] Curvas homotdpicas tem o mesmo indice de rotacdo.

Proposicao 2.4 [8] O indice de rota¢ao de uma curva simples é £ 1, onde o sinal depende da
orientacao da curva.

Proposicao 2.5 [6] Qualquer curva reqular fechada é homotdpica a uma das sequintes curvas:

1. a curva simples se [ = %1,
2. acurva C, sel =n+1ce

3. a curva nao Figura 2.4b se I = 0.

() (b)

Figura 2.4: Trés classes de curvas planas.

Serd introduzido as definigoes abaixo para caracterizar e classificar pontos de auto-intersecao,
isto é, pontos singulares.

12



Definicdo 4 Seja a: [a,b] — R? uma curva regular e fechada dada por a(t) = (x(t),y(t)). O
ponto P é chamado auto-intersecdo, se hd pelo menos dois parametros ty,ty € [a,b], t1 # to, tal que
P = c(t1) = ¢(t2). A multiplicidade de um ponto P na curva € o nimero de pontos representados
por a~Y(P). Um ponto ¢ dito ser simples (miltiplo, duplo, triplo) se sua multiplicidade é 1 (>1,
2, 3).

2.2 Superficies

Dada uma surperficie parametrizada F = F(u,v) em IR?,

F(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), wu,v € [a,b] x [c,d] C IR?.

Se z, y, e z sao diferencidveis e
F, x Fy #0, VY(u,v) € [a,b] x [c,d],

dizemos que F'(u,v) é uma superficie regular. O vetor tangente para uma curva «(t) = F(u(t),v(t))
na superficie é dado por
. _OF. OF.

a—%u+%v.

Em particular, os vetores tangentes as curvas coordenadas sao dados por

oF oF
F,=— F,=—.
Y ou’ Y v
Como eles nao sao paralelos, entao eles determinam o plano tangente Tp F' da superficie no
ponto P = F(u,v), com o vetor normal unitario expresso por

F, x F,

NF(U,U) = m

(2.17)

Este vetor junto com os vetores nao normalizados F;, e F;, formam um sistema de coorde-
nadas em cada ponto F'(u,v), tendo a mesma importancia para as superficies tanto como o triedro
de Frenet tem para as curvas.

Suponhamos que intersectamos a superficie F'(u,v) na diregao &(t) em P com um plano
que contém o vetor normal em P. Este plano intersecta F'(u,v) ao longo de uma curva F(u(t), v(t))
cuja curvatura é chamada de curvatura normal k, da superficie em P. Esta curvatura é dada por

_ Lp(a)? + 2Mpud + Np(9)?

= 2.1
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onde

EF:Fu'Fua FF:Fu'Fva GF:F’U'FU?

LF:Fuu'NFa MF:Fuv'NFa NF:FUU'NFa

sao, respectivamente, os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental de F'(u,v).

A curvatura normal méxima k; e a curvatura normal minima k9 sdo conhecidas como
curvaturas principais. Se ki # ko, as dire¢oes unitdrias associadas a elas, W e W, sdo chamadas
vetores principais.

De acordo com a férmula de Euler para toda direcio @ € T,F tal que || = 1 e @ =
cosfw + senfiy, tem-se ki, (w) = ki cos? O + kosen?d, onde 0 é Angulo entre @ e a direcio principal
wy.

A curvatura Gaussiana K e a curvatura média H de F em P sao definidas como o
produto e média das duas curvaturas principais,

K = kiks,
H = %Lkz

Utilizando as curvaturas gaussiana e média, um ponto P € F(u,v) é classificado como um
ponto

a) eliptico, se K(P) > 0,

b) hiperbdlico, se K(P) < 0,

c) parabdlico, se K(P) =0e H(P)#0e
d) planar, se K(P) =0e H(P) =0.

A indicatriz de Dupin de F' em P é definida como o conjunto de pontos @) € T,,(F) tal
que

klfL‘Z + k2y2 = =+1,

onde z e y sao as coordenadas de () em relacao ao referencial das dire¢oes principais.

A intersecao de duas superficie regulares F'(u,v) e G(p,q), é dita transversal em um ponto
F(u,v) = G(p,q) = P se os vetores normais Np(u,v) e Ng(p,q) nao sao paralelos naquele ponto.
Se a interse¢ao de duas superficies é transversal em P, entao pelo Teorema de Tansversalidade [12],
numa vizinhanca de P temos uma curva e a direcdo tangente desta curva em P é dada por

N (u,v) x Ng(p, q)

t= :
| N (u,v) x Na(p,q) |

(2.19)
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2.3 Estruturas Algébricas

Esta secao se faz necessaria para um bom entendimento da definicao e do cdlculo da codi-
mensao de uma singularidade.

Definicao 5 Um grupo G é um conjunto S com um operador bindrio e que satisfaz as quatro
propriedades fundamentais:

1. fechamento: a,b € S, entao aeb € S;

2. associativa: (aeb)ec=ae(bec), Va,b,c € S;

3. identidade: existe um elemento neutro lg € S, tal que lgea =aelg =a, Va € S;

4. inverso: para qualquer a € S existe b € S tal que aeb=bea = 1g.
Definicao 6 Um anel A € um conjunto provido de dois operadores + e * (comumente chamados,
respectivamente, de adicdo e multiplicacao) satisfazendo as sequintes propriedades:

1. associativa aditiva : (a +b) +c=a+ (b+c¢), Ya,b,c,€ S

2. comutativa aditiva: a +b=">b+a, Ya,b € S;

3. identidade aditiva: existe um elemento aditivo neutro 04 € S, tal que 04 +a=a+04 = a,

Ya € S,

4. inverso para adi¢do: Ya € S, existe um elemento inverso —a € S tal que —a+a = a+(—a) =

04, Ya € 5;
5. associativa multiplicativa: (a*b) xc=ax (bxc), Ya,b,c € S;

6. distributiva o direita e d esquerda: a* (b+c) = (axb)+ (axc) e (b+c)xa=bxa+c*a,
Ya,b,c € S;

Se a operacdo * € comutativa dizemos que o anel A é comutativo. Se A contém um
elemento neutro 14 para a operacdo *, ele € dito um anel com unidade. Se A ¢ anel cuja
operacao * ¢ comutativa e para a qual exista um elemento neutro, ele ¢ um anel comutativo
com unidade. Quando para um anel comutativo com unidade A vale ainda a propriedade:

7. Para qualquer a,b,c € A, sea#0 eaxb=ax*c entdo b=c

entio A € dito um anel de integridade.
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Definigao 7 Sejam (A,+,*) um anel e B um subconjunto nao vazio de A. A terna (B,+,*) é dito
um subanel do anel (A, +, *), se e somente se, B € fechado para as operacoes de adi¢io (+) e da
multiplicacao (*) do anel A e (B,+,*) também é um anel.

Definicao 8 Chama-se ideal de um anel (A,+,*) todo subanel (Z,+,%) desse anel tal que
axi €L eixa€l

quaisquer que sejam os elementos a € A et € T.

Teorema 1 Sejam (A,+,*) um anel comutativo com elemento unidade 1 e a um elemento fizo de
A. Entao a terna

({a), +,%) , onde (a) = {axz |z € A},

¢ um ideal do anel (A ,+,%).

Definicao 9 Chama-se ideal maximal de um anel (A,+,*) todo ideal (Z,+,%) desse anel tal que
0 unico ideal que o contém é o proprio anel (A,+,%).

Definigao 10 Seja (Z,+,*) um ideal do anel (A,+,%). O par (Z,+) é um subgrupo do grupo
abeliano (A,+) e, portanto, é um subgrupo normal de (A,+). Denotamos o conjunto de todas as
classes laterais de (Z,+) em (A,+) por AJ/T = {a+Z | a € A}, sendo a+T =ZT+a = {a+i|i €L}

O subconjunto

J = <bl,b2, ,bn> = {a161 + asby + ... + anby, | a1,09,...,0n € A},n >1,

de elementos pertencentes a um anel de integridade A é um ideal (gerado por by,ba,...,b,). Um
ideal gerado por um tnico elemento b € A é chamado ideal principal (gerado por b) e denotado
por J = (b).

Seja f : IR™ — IR uma func¢ado diferencidvel. Dado z € IR", considere o conjunto de todas
as fungoes f; : U — IR cujo dominio é uma vizinhanga de x € IR". Neste conjunto introduz-se uma
relacao de equivaléncia ~. Dadas duas fungoes f1 : Uy — IR, fo : Us — IR escrevemos, fi ~ fo
quando existe uma vizinhanca U de z € IR" tal que f1|U e f2|U coincidem.

A classe das funcoes diferencidveis f : (IR"”,0) — (IR, y) tendo esta relagdo de equivaléncia
formam um anel provido de adi¢cao e multiplicacao usuais de fungoes. O anel gerado por todas as
funcoes

2 2 2
{Z1, @9, ey Ty BT, Ty ey Ty oeey T1T2, T1L3, ... }
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definidas sobre varidveis z1,x2,...,z, em &, e seus elementos sido denotados germes. Pode-se
considerar &, um espaco vetorial no qual cada monémio de grau « > 0 corresponde a um elemento
da base. O subconjunto das funcoes f; € &, que se anulam na origem é um ideal em &,, que
denotamos por

My, = {filfi : (R",0) = (IR,0)}.

Proposicao 2.6 [7] (i) O ideal M,, € gerado por 1, ..., Ty, isto é, Vf € M, pode ser escrito por
f = fix1 + ... + fozn para algum f; € &,. FEscreve-se

Mn - 5n<$1, "'7$TL>'

s

(ii) o conjunto dos germes f : (R",0) — (IR, y) nulo no subespa¢o 1 = ... = xp—1 = 0 €
também um ideal, denotado por M,_1, e € gerado por x1,%o, ..., Tp_1.

Exemplo 1 O subconjunto das funcoes em M, com (%)a = 0 para todos os 1 e o > k € também

um, ideal que denotamos por ME. E ainda possivel mostrar que o gerador de ME sio todos os
monomios de grau k, ou seja, (wlf,xlze, ...,x’fb,x'fflxz,wlfflxg, .y. Em particular, para n=1, o ideal

M¥E € principal, porque é gerado por (z}).

Um ideal J é primo num anel comutativo A, se J # A e para qualquer r,s € A, se rs € J,
entdor € Jou s € J.

Um ideal maximal em A é um ideal J, J # A, com a seguinte propriedade: o tnico ideal
em A que contém J e é diferente de J é o préprio anel A. E ficil ver que ME nao é um ideal
maximal, porque ME C M,, C &,, enquanto M,, C &,, é um ideal maximal.

Dados dois ideais J; = (p1,p2,--s0n) € J2o = (q1,92, .-, qm) em €,. A soma de ideais
J1+ J2 = (p1,p2, s Pn» Q15 G2, -, gm) consiste de todas as funges da forma f + g com f € J; e
g € Jo. O produto de ideais, J; Jo = (p1q1, P1G2, - P2q1, D242, -, PnGm) consiste de todas as fungoes
somas finitas na forma fig; + fogs + ... + figi com f; € J1 e g; € Jo.

Um anel quociente de A por J é um anel de elementos pertencentes a A que satisfazem
uma relacao de equivaléncia ~, isto é

c1~ecy el —cg € J, Ve, e €A

En

Por exemplo, 0 anel quociente = = {1,2,22,..., 21} define em &,, k classes de equivalén-
1

cia.

A dimensio do anel-quociente de um anel de intregridade A por I é dimensio da base do
suplemento de I por A.

Chamamos de codimensao de um ideal Z C A a dimensdo do anel-quociente de um anel
de intregridade A por I.
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A
7 = dim—.
cod dzmI

Exemplo 2 A codimensdo do ideal MY no anel &, é cod M¥ =dim % =dim{l,z,2%, ...,z 1} =
1
k.

Definigao 11 Seja f € &, definimos o espago tangente a f como sendo o ideal Jacobiano J; =
(2L ... 2

oz’ ) Oxn
.

&

), e definimos a codimensao de f, codf, como sendo a codimensao de Jr em &y, isto

En
df = dim—.
codf szf

Exemplo 3 A codimensdo da fungdio f(x) = zF*! dim

{17$7$27 U 7$k_1} =k.

, R g _ . g _
no anel &, € cod f =dim = dim M_n’f =

Proposicao 2.7 [12] Sejam M um espaco vetorial com base finita, e T C M um subespago.
I C M tem codimensdo finita em M se, e somente se, existe um inteiro k > 1 tal que cod;Z = 0
para todo j > k. E neste caso

codZ = codpZ + cod1T + - - -

Se a codimensao de um ideal de funcées M,, C &, for finita, ela pode ser determinada em
Mp+MEE,

termos das dimensdes dos anéis quocientes de M,, + Mﬁﬁn por M,, + M’fb‘"lﬁn, dimM T
n n n

ou seja,

codM,, = codyMy, + cody M, + . ...

Seja f € My, entao f = fiz1+--- = fawp, fi € Ex. O jacobiano de fé Jp = (%,--- ,%).
Suponha que f tenha codimensao finita, entao codf = codyf + codyf + ...codif com cod;f =
. Jf‘FMﬁL
dlmijfﬁ‘/\/tij_l‘

Lema 1 (Lema de Nakayama) Seja R um anel comutativo com elemento unidade 1 e seja M
um ideal de R com a propriedade que 1 + z é inversivel em R para todo x € M. Se A é um
R-modulo finitamente gerado e M.A = A entio A = 0.

Coroldrio 1 Se R ¢ um anel comutativo com elemento unidade 1, A é um R-mdédulo finitamente
gerado,e B e C sao R-mddulos com A,B C C, entao A C B+ M implica que A C B.
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2.4 Singularidades

Diferentemente dos trabalhos existentes, procurou-se predizer caracteristicas de uma curva
de intersecao através da classificacio dos pontos singulares encontrados ao longo da caminhada.
Entende-se por pontos singulares os pontos de intersecao de duas superficies F'(u,v) e G(p, q) nos
quais os vetores normais sao paralelos. Nesta secao sdo sintetizados alguns conceitos referentes a

teoria de singularidade os quais podem ser encontrados nas referéncias [7, 12, 13, 19, 23].

A determinagao do comportamento de uma fungao na vizinhanga de um ponto singular é
facilitada com a introducao da nocao de difeomorfismo e cal R-equivaléncia entre funcgoes.

Definigao 12 (Difeomorfismo). Sejam U eV conjuntos abertos de R"™. Uma aplicagio ¢ : U — V
€ chamada um difeomorfismo se:

(i) ¢ € bijetiva,
(ii) ambas ¢ e ¢~ sdo diferencidveis.

Teorema 2 (Teorema da Funcgio Inversa). Seja ¢ : Uy — R™ diferencidvel, com Uy aberto de
R™ e u € Uy. Se a matriz jacobiana de ¢ em u é ndo-singular, entdo existe um conjunto aberto
UCU, comueU, tal que ¢ : U — $(U) € um difeomorfismo.

Definigao 13 Duas funcgoes fi(em t1) e fo(em t2) sdo R-equivalentes (equivalentes a direita), se
existem conjuntos abertos V; C U;, com t; € V;, um difeomorfismo h : Vi — Vo e uma constante
¢ € R tal que para qualquert € V

W) = ts e fult) = folh(t)) +c.

Quando s6 interessar o comportamento de uma funcdo f na vizinhanca de ¢, utilizamos
a notacao f: (R",t) — IR. Numa classe de germes de funcoes R-equivalentes na vizinhanca
de ¢, o representante “mais simples” é conhecido como a forma normal do germe. Com isso, a
classificacdo de um ponto singular ¢ de uma func¢io f: (IR",¢) — IR pode ser reduzida a um problema
de reconhecimento ou identificacdo do germe ao qual a funcao f pertence. Este problema, por sua
vez, pode ser reduzido a determinagao de um difeomorfismo ¢: (IR",ty) — (IR",%o) tal que f seja
substituida por uma forma normal f o ¢.

Exemplo 4 O comportamento da curva algébrica
f(z,y) =22 + 22y + v + 23 + 2%y + 9> + 32° +4°
na origem pode ser analisada pela sua “forma normal”
9(z,y) = 2° £y* + h(z,y),
onde h(z,y) tem grau maior igual a 4. Na vizinhanca do (0,0) ela tem comportamento de uma

cuspide.
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Sem perda de generalidade, considera-se que o ponto singular esteja na origem (0,0). Neste
caso, o termo constante f(0,0) na sua expansdo em série de Taylor é nulo. Para facilitar a ca-
racterizacao de singularidades em torno de (0,0) é introduzido o conceito de jatos. Um k-jato de
uma fun¢io f(z,y) em torno de um ponto ¢y é um polinémio obtido a partir de uma expansio em
séries de Taylor, eliminando a série de grau maior que k e o termo constante. Com isso no lugar de
dizer que f(z,y) tem as suas derivadas parciais (em (0,0)) até grau k nulas, diz-se que seus k-jatos
sao nulos.

O lema de Hadamard nos garante que uma fungao de n varidveis com k-jato nulo pode ser
gerada pelos mondmios de grau (k + 1). Na verdade, o lema nos diz que tais monémios geram o
ideal &, de todas as fungoes com k-jato nulo.

Lema 2 (Lema de Hadamard). Seja f: (R",zo) — (R,y) diferencidvel, e supondo f®) (zy) =0
para todo p, 1 < p < k. Entao existe uma funcdio diferencidvel fi: (R",z) — (IR,y) tal que
f(z) = f(zo) + (z — o) f1(x) para todo x em wma vizinhanca de xy.

Lema 3 Qualquer func¢io f: IR? — IR com 2-jato nulo (em (0,0)) pode ser expressa como

f=2%g1 + 2%yg2 + 2y?g3 + y3gu,

com g; diferencidveis e definidas na vizinhanga de (0,0).

Exemplo 5 Fungdes de 2 varidveis com k-jato nulo (em (0,0)) podem ser expressas por f =

2kt g + 2Fyge + -+ 2yFgri1 + ¥ grge com g; diferencidveis definidas na vizinhanca de (0,0).

Isso facilita a classificacdo do comportamento de uma funcdo na vizinhanca de um ponto
singular depois da sua composi¢do com um difeomorfismo local apropriado.

Teorema 3 Seja X'AX forma quadrdtica nas varidveis x1,x,+-- ,Tp, onde A é simétrica. Se
P diagonaliza A, e se novas varidveis yi,yo, - ,Yn SGo definidas pela equagcio X = PY, entdo
substituindo esta equacdo em X'AX produzimos

X'AX =Y'DY = Myf + doys 4+ + Ay,

onde A\, Ao, -+, \p sdo autovalores de A e D = P'AP.

Proposicao 2.8 (Lema de Morse): A matriz hessiana nao € singular no ponto (0,0), se e somente
se, existe um difeomorfismo g tal o f o g(x,y) =0 é da forma:

foglz,y) = xa? £ y* + h(z,y),

com h(z,y) tendo grau maior igual a 3.
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O Lema de Morse, nos diz por exemplo que para funcées f de 2 varidveis com 1-jato nulo
e com determinante da matriz hessiana diferente de zero existe um difeomorfismo g em torno de
(0,0), tal que fog assume uma das seguintes formas normais

22 4 2 22 — 2 R, .y

Um dos pontos centrais na teoria de Singularidade é a classificacdo de qualquer funcao de
n-varidveis com k-jato nulo na vizinhaga de um ponto singular.

Exemplo 6 O Lema de Morse.

Um ponto singular (xo,yo) de uma curva f(z,y) = 0 € um ponto em que fr, = fy, = 0.
Supondo que o ponto singular ocorra na origem (zg,y0) = (0,0). Pode-se expandir f em série de
Taylor em torno de (0,0)

f(z,y) = £(0,0) + 3(az” + 2bzy + cy®) + g(z,y),
onde a = 2.£(0,0) , b= 2L(0,0) e c = 4(0,0).

Se ac — b* # 0, entdo existe o difeomorfismo ¢(z,y) = (X,Y), com X = (z + %y)|a|% e

2
Y = y|@|%, que transforma o termo quadrdtico de f na sequinte forma £X? £Y?2.

Exemplo 7 f(z,y) = apx? + boz® + biz?y + bazy? + b3y + u(z,y), com Pu(z,y) de grau maior
ou igual a 4, tem a forma normal dgX? + d\Y3, se existir bs.

Fazendo z = X —50-bo X2 + b1 XY + byY? ey = Y, tem-se f(z(X,Y),y(X,Y)) = g(X,Y) =
apX? +b3Y3.

Através de algumas manipulagoes algébricas, pode-se concluir que a funcao ¢(X,Y) =
(p1,P2) = (X — ﬁboX2 + 01 XY + Y2 Y) = (z,y) é um difeomorfismo.

Assim, fod(X,Y) = agX? +b3Y? +h(X,Y), com h(X,Y) tendo grau maior igual a 4. Ou
seja, a forma normal de f(z,y) é agX? + b3Y3.

Exemplo 8 f(z,y) = agz? + bz + bixy + boxy? + bay® + cozt + c123y + cox?y? + cazy® + cay +
¥s(z,y), onde s(x,y) € de grau maior igual a 5, tem a forma normal dyX? + d1Y* se b3 =0 e
b% - 40,004 75 0.

Estas condicoes obtidas pelo difeomorfismo sao equivalentes as condicoes da primeira linha,
da tabela na Figura 2.5 encontrada no livro de Golubitsky e Schaefter [13]. Nesta tabela a notacao

w5 = d° f (U, 0, 7) corresponde & derivada na dire¢io do autovetor ¥ associado ao autovalor A = 0

2
vvx”

da matriz hessiana d%g quando det(d?f) = 0. Também tem-se que ¢ = fzii ez — 3
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foo#£0. f, =0 detd?f =0 & f(v,0,0) =L-q =0- codim > 4
—0 ‘;AO ‘7“) 20 ‘7“)
+r? 4y +22 £+ 92 +22 + 43 +22 + ot
foog #0. £, =0 f, =0.p, =0_codim >4
=0 %0 £0 £0
+z? +y +23 + 2y +23 £+ ¢
Jrazx q_é—o'fy =0 Jzy =0_ codim > 4
—0 #0 #0
+rt 4y +2t 4+ 1y
fmmmjé—o'fy =0 codim > 4
#0
4::I:ac5:|:y

=0

codim >

Figura 2.5: Reconhecimento de singularidades de codimensao < 3.

Pode-se também fazer uma classificagdo do comportamento de uma fun¢do na vizinhanga

de um ponto singular usando a teoria de codimensao. René Thom foi o pioneiro no uso do conceito

de codimensao na classificacdo de singularidades.

Proposigio 2.9 [12](Teorema de Thom) Seja f € M2, tal que a codimensio é > 2 e < 5, entdo
(a menos da adi¢ao de uma forma quadrdtica nao-degenerada em duas varidveis e multiplicag¢ao

por 1) f é equivalente a um dos sete germes da lista abaixo.

co-posto | codimensdo | germe nome
1 2 z> cuspide simples
1 3 zt tacnoide
1 4 z° cispide de “Ramphoid”
1 ) x5 oscndide
2 4 x> — zy? umbilico eliptico
2 4 z3 + o3 umbilico hiperbélico
2 5 v 4+ 4 umbilico parabdlico

Tabela 2.1: Classificacao.

Colocamos a seguir alguns resultados importantes para o uso da teoria de codimensao.

Proposicao 2.10 [12] Se f € & tem codimensao 0 se, e somente se, f é nao singular. Neste caso

o germe € equivalente ao germe (z,y) — .
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Proposigdo 2.11 [12] Um germe f € M2 tem codimensdo 1 se, e somente se, f € nio-degenerado.

Neste caso f é equivalente ao germe da forma z° + y>.

Se uma funcio f € M2 tem codimensio > 2, entdo a sua matriz hessiana é singular com
posto r < n. O inteiro ndo-negativo ¢ = n — r é denominado o co-posto de f. O lema da Particao
(Spliting Lemma) nos garante que pode-se reduzir o 2-jato de f para Y ._, €;z? na classificacdo.

Proposigio 2.12 [12](Lema de Particio) Seja f € M2 um germe finitamente determinado de
co-posto ¢, [ € equivalente ao germe f(x1,T2,....Tn) = g(x1, ..., Tc) :l:acz_i_1 +..+22, onde g € M3.

Em particular, para o caso de f € M2 temos os seguintes resultados.

Proposigao 2.13 [12] Seja f € M3 um germe finitamente determinado de co-posto ¢ € {0,1,2}
f € equivalente ao germe

flz,y) ~+z2+ 4% sec=0
f(@,y) ~ g() £y? ou f(z,y) ~ g(y) £2?, sec=1eg e M.

fz,y) ~ g(z,y), sec=2eg e Mj.

Proposigao 2.14 [12] Seja f(z,y) € M3 tendo co-posto=1, e codimensdo finita = k — 1; entdo
fz,y) ~ £a* £ y* ou
fzy) ~ £y* £ a2,

Um ponto singular de uma funcao diferencidvel de co-posto < 1 e codimensao finita &
é usualmente classificado como singularidade do tipo Ag. Estas singularidades tem estado no
repertorio de geometria algébrica classica.

Restringiu-se este trabalho a singularidades do tipo Ay para algum inteiro k£ > 1. Multi-
plicando f(z,y) por escalares diferentes de zero que nao afetem a curva f(z,y) = 0 pode-se supor

k+1 442 Os casos k = 1,2,3,4,5 fornecem as seguintes figuras, que sio tradi-

que forma normal é y
cionalmente rotulados pelos seguintes titulos: node, ctispide simples, tacnéide, ctispide de “Ramph”

e oscnoéide, respectivamente.
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Aj:mode As:cuspide simples

As:tacnéide

Ay:cuspide de “Ramph” As:oscndide

Figura 2.6: Formas Normais

A determinacao da codimensio de uma funcio é facilitada com a Proposicido 2.7 e o lema
de Nakayama

Em [12] Gibson apresenta um procedimento para determinar a codimensao de uma fungao
f com codimensao finita. A idéia é calcular cod f usando a Proposicao 2.7. Abrevia-se cody.J; por
cody f. Sabe-se que

codf = codyf +codif + ..., e

. Jp+ME
COdkf = dsz,
n

assim deve-se calcular sucessivamente codg f, cod f, ....

Para calcular cody f tem-se que encontrar uma base para um complemento de J; + MEH
em J; + ME: claramente, isto pode ser extraido de uma lista de mondémios de grau k nas varidveis
Z1,..., Tp que nao estao em Jy + MFEFL ] de fato isso acontece, pois o lema de Nakayama nos diz
que se MF C Jr + MME | entio MF C Jy.

TrML dimyg = 1.
Como M,, é ideal maximal e M,, C &,, temos que s6 o elemento constante nao estd em M, isto

3

é, En =< L, 21,0,y > e My =< 1,000y Ty >

O primeiro passo neste calculo é sempre trivial, pois codyf = dim

Para obter a codimensao toma-se k = 1,2, 3, ...; e verifica-se cada monémio de grau k em
T1,..., T pertence ou nio em Jy + MFEFL,
Se esta condicdo vale para um mondmio de grau m, entdo automaticamente ela vale para todos os
monomios multiplos dele.

Pode-se dispor os mondmios nas varidveis x e y na seguinte estrutura piramidal:
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Na k-ésima linha da cadeia, isto é, os monomios de grau k, deve-se excluir aqueles monémios
que estao no ideal .J¢ + MPF+1 e consequentemente os seus multiplos das linhas abaixo da cadeia. Os
monomios remanescentes estarao no complemento de Jy + MEHL em J rt+ MF; a quantidade desses
monomios é cody f. O calculo termina quando obtém-se uma ¢—ésima linha com todos os mondémios
excluidos. A codimensao é a soma desses cody f, mais 1, pois devemos adicionar codyf = 1.

Exemplo 9 Considere a funcio f(x) = =¥+, k inteiro, k > 1.

Neste caso Jy =< f; >=< 8 >, para 0 < s < k —1 o dnico monémio de grau s em x € ° que
nao pertence a Jy + M3t mas x* pertence. Logo codf=Fk.

Exemplo 10 Considere f(z,y) = 2%y + y*. Temos f, = 2zy e f, = z2 + 4y3.

Jr =< fu, fy >, logo z,y & J; + M? mas 2% = f, — 4y = 2? EJf+M3e:1:y:%f$:>$y€

Jr + M3. Isto implica que os monémios =3, zy, zy? da terceira linha da cadeia serdo excluidos,

4

que os monoémios z*, 23y, 2%y?, zy> da quarta linha serdo excluidos, e assim por diante. Pode-se

verificar ainda que y® ¢ Jr + M*, mas y* = iyfy — %fx =yt c Jr + M?>. Logo, os mondémios de
grau 4 estao em J; + M?*, e o célculo estd finalizado. A codimensio é o niimero total de monémios
que nio foram excluidos +1, ou seja, codf = 5. Temos ainda que M* C J ;+ M?, logo pelo lema,
de Nakayama segue que M* C J 7

Exemplo 11 Considere a curva algébrica dada pela equagdo

flz,y) = zt + 22y? — 22%y — zy® + y? = 0.

Derivando a funcao f(z,y) em relagao a varidvel z, tem-se
fo = 423 + 22y% — 4oy — 12, (2.20)
e derivando a funcao f(z,y) em relagao a variavel y, tem-se

fy = 252y — 227 — 22y + 2y, (2.21)

Agora deve-se analisar a matriz hessiana no ponto singular (0, 0)
god fao Jay | _ 1222 +2y* —4y day—4z—2y | ] 0 0
| fue fow || day—4dx—2y 222-2z+2 [ |0 2 [°
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Portanto, o co-posto é igual a 1. Entdo a singularidade é do tipo Ay, isto é, tem a forma

normal y? 4 zF 1,

Agora tem que verifica se os monomios =,y € Jy + M2
Serd que x € Jp + M??

Tem-se que x nao pertence a J; + M?, pois nido pode ser escrito como uma combinacao de
afy + bf, menos mondmios de grau maior igual a dois.

Serd que y € Jr + M??

1
Yy = §fy—$2y+m2+:1:y,
ou seja,

yEJf+M2+M3CJf+M2.

Entao tira-se este monomio e seus multiplos da base para um complemento de Jy + MEFL,
Veja o quadro abaixo:

z (y)
a? (zy) (v%)
a? (zy) (zy®) (¥*)
at (z%y) (z°y?) (zy?) (y*)
Agora tem que verificar se os mondmios z2, 2%, z?, - € Jr + M?2.

O monémio z2 nao se encontra em J [ M3,
O monémio z® nao se encontra em J [ M

4

O monomio z* se encontra em Jy + M>5, uma vez que

Conclui-se que a codimensdo de f é igual a 4. Logo, a singularidade é do tipo Ay, isto é,
cuspide de “Ramph”.
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Capitulo 3

Propriedades Geométricas

A técnica de caminhada consiste na obtencao de uma sequéncia de pontos da curva de
intersecao partindo de um ponto inicial e seguindo uma determinada direcdo para estimar novos
pontos. A partir destes pontos pode-se aplicar métodos numéricos de aproximacio para obter
pontos mais préximos da curva de intersecao. Espera-se, portanto, que em cada ponto, quanto
maior for o contato entre a direcao de caminhada e a curva de interse¢ao, mais proximo da curva
de intersecao estara o préoximo ponto obtido. Isso motivou uma série de trabalhos a propor técnicas
para estimar adaptativamente as direcoes de caminhada de contato de ordem maior. Todos essas
técnicas recorrem ao uso de propriedades geométricas locais da curva de intersecao desconhecida.

Neste capitulo apresenta-se uma técnica para estimar a torcao e a derivada da curvatura,
que aplicada em conjunto com o método de estimar a curvatura proposto por Wu e Andrade [37]
e as Egs. 2.7 e 2.9, permite utilizar uma direcdo de caminhada de contato de terceira ordem, que
serd detalhada no Capitulo 4.

3.1 Trabalhos Correlatos

Com base nas propriedades geométricas das duas superficies regulares, F'(u,v) e G(p,q) que
se intersectam, foram propostas técnicas para estimar ou determinar exatamente as propriedades
locais da curva de intersecao.

3.1.1 Vetores Tangentes

Quando se trata de uma intersecao transversal (Figura 3.2.(a)), as duas formas mais usuais
para obter o vetor tangente em cada ponto P sao:

1. pela intersecdo dos planos tangentes das superficies F'(u,v) e G(p,q) em P = F(u,v) =
G(p,q) (Figura 3.1) [4], ou
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Figura 3.1: Vetor tangente.

2. pelo produto vetorial dos vetores normais de ambas superficies [5].

N (u,v) X Na(p, q)

i = .
| Np(u,v) x Ng(p,q) |

Recentemente, Ye e Maekawa [38] derivaram expressoes para obter o vetor tangente em
pontos onde a intersegao é tangencial (Figura 3.2.(b)) com contato de primeira ordem (N e Ng
sao paralelos e as derivadas de primeira ordem da curva nao se anulam).

(a) Curva de intersecéo transversal (b) Curva de intersegio tangencial

Figura 3.2: Curvas de intersecoes.

Neste caso, o vetor tangente unitirio ¢ pode ser representado como uma combinacao linear
de F, e F,,, oude G, e G

t=uF,+vF, = p'Gy+ 4G, (3.1)
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Como nestes pontos os vetores normais das duas superficies sio paralelos (Mg || N¢), temos

que as curvaturas normais k% e k% sio iguais

Lp(u)? + 2Mpu'v' + Np(v')? = La(p')? + 2Map'q + Na(d)*. (3.2)

As Egs. 3.1 e 3.2 formam um sistema de quatro equacdes nio lineares e em quatro varidveis.

Este sistema pode ser resolvido por representar p’ e ¢' em termos de combinacao linear de v’ e v’

a partir da Eq. 3.1

p =anu +apv e ¢ = anu + anv, (3.3)
onde
(Fy x Gg) - N (Fy x Gg) - N (Gp x F) - N (Gp x Fy)- N
Al =+ 012=-———1"— 0291 = 1 Q9 = ——"—. (3.4)
(Gs x Gg)- N (Gp xGy)- N (Gp x Gyg) - N (Gp x Gy)- N
Substituindo na Eq. 3.2 as igualdades dadas pela Eq. 3.3 obtém-se
bu(u,)2 + 2b12(u') (U,) + bQQ(UI)Z =0, (3.5)
onde
b11 = G%ILG + 2@11@21MG + a%lNG — LF,
biz = anaialg + 2(ai1a22 + az1a12) Mg + as1a22Ng — M,
bye = alyLg + 2a91a92Mg + a33Ng — Np.

Denotando w = :j—,,, tem-se o polinémio de grau 2 na varidvel w
biiw? + 2b1ow + by =0,

ou u = Z—’,, tem-se o polindomio de grau 2 na variavel p
baop? + 2biap + by = 0,

e resolvendo Eq. 3.5 para w ou p, pode-se exprimir ¢ como

wkF, + F,

t=—2 """ se b 0
WFy + | 1n #
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ou

t= |§Zillj§2|’ se b1y 0 e by #0
ou
f= |Z:§:|, se bjp = 0 e by =0
ou
= |Z:§Z| se b = 0 ¢ by = 0. (3.6)

3.1.2 Curvatura

Barnhill e Kersey [5] propuseram estimar o raio de curvatura num ponto P a partir de
dois pontos vizinhos @) e R (Figura 3.3). Como o circulo que circunscreve estes trés pontos é no
limite o circulo osculador da curva em P, a expressao para o raio de curvatura aproximado é

_ la[[blla — b|
2la x b’ (3:7)

onde&':Q—Peng—P.

Figura 3.3: Uma estimativa para o circulo osculador.

Stoyanov [30] derivou o vetor curvatura ¢’(s) para curvas de intersecdo transversais
usando os vetores normais das duas superficies que se intersectam.

O vetor normal da curva de intersecao no ponto P é perpendicular ao vetor tangente, logo
ele estd no plano formado pelos vetores normais dessas duas superficies (Figura 3.2.(a)). Assim,

ele pode ser expresso como uma combinagao linear dos dois vetores

d"(s) = atNF + aaNg. (3.8)
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Fazendo o produto escalar dos vetores Nr e N pela Eq. 3.11, obtém-se o sistema,

Nr - Nrpai + Np - Ngaz = Np - '(s)
N¢ - Nrar + Ng - Ngag = Ng - '(s),

onde

Ng - d'(s) = Ni - Fuy(u)? + N - Fuo2u'v' + N - Fypy (v')?
N -'(s) = Ng - Guu(u')? + Ng - Guo2u'v' + Ng - Gy (V)2
Resolvendo o sistema Eq. 3.9, obtém-se o vetor ¢’(s) e a curvatura correspondente k =
1" ()]]-

Wu e Andrade [37] propuseram mais tarde uma técnica simples e elegante para estimar
o circulo osculador no ponto intersecao P com uso dos vetores tangentes no ponto P e num ponto
adjacente @), como se segue (Figura 3.4):

Figura 3.4: Uma estimativa para o circulo osculador segundo Wu-Andrade [37].

Centro (C): é a intersecao de trés planos: o plano que contém (@ e tem ¢; como vetor normal,
o plano que contém P e tem to como vetor normal, e o plano que contém P e tem o vetor
normal t; X to.

Raio (R): a distancia entre C' e P.

Assim, a curvatura k e o vetor normal vecn em P sdo obtidos com uso das seguintes
expressoes

n=C—-P e K= (3.10)
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Ye e Maekawa [38] obtiveram expressoes para a curvatura tanto nos pontos regulares
quanto nos pontos singulares.

Para intersegoes transversais, o vetor normal da curva intersecao no ponto P é perpendi-
cular ao vetor tangente, logo ele estd no plano formado pelos vetores normais das duas superficies
(Figura 3.2.(a)). Assim ele pode ser expresso como uma combinacao linear dos dois vetores:

d"(s) = aNr + BNg, (3.11)

onde a e [ sdo os incégnitas. A curvatura normal em P na direcdo ¢ é a projecdo do vetor normal
77 sobre o vetor normal unitirio da superficie em P dado por

kn = kit - N ="(s) - N. (3.12)

Com isso, temos

kn' =+ Bcos(d) e

k,% = accos(0) + B, (3.13)

onde 6 é o angulo entre os vetores normais N e Ng.

Solucionando os coeficientes « e 8 pelo sistema Eq. 3.13, e substituindo-os na Eq. 3.11,
temos

kot — k% cos 6
N sin® 0

kn& — knF cos@

sin’ @

onde cosf = N - Ng e K, pode ser calculado com a ajuda da Eq. 3.12. Logo, a expressao da
curvatura é dada exatamente por

1
K =
| sinf |

Va2 4 (5, €)? — 2k, k€ cos (3.15)

Adicionalmente, Ye e Maekawa obtiveram um conjunto de férmulas para calcular as pro-
priedades geométricas locais em pontos cuja intersecdo é tangencial, isto é, com os vetores normais
paralelos, como ilustra a Figura 3.2.(b).

Neste caso, o vetor normal 7 da curva de intersecao c(s) em P pode ser expresso pela
equagao
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d'(s) = Fuu(u)? 4 2F,,u'v' 4+ Fup(v')? + Fyu" + Fo” (3.16)

— Gpp(pl)2+2qup,ql+qu(q,)2+Gpp”+qu”-

Para obter o vetor normal 77 = kc”(s), necessitamos determinar os coeficientes (u”,v") e
(»",4"). A Eq. 3.16 contém duas equagoes e quatro varidveis. Como os componentes normais de
ambos os lados da Eq. 3.16 sao os mesmos, ela pode ser reescrita como

Fu" + Fpu" = Gpp + Gyq" + A, (3.17)

onde

A= Gpp(p,)2 + 2qup,ql + qu(q')2 - FuU(“I)2 — 2Fyyu'v’ — Fvv(vl)2

Da Eq. 3.17, (p”, ") pode ser expresso por (u”,v") por

/!

P’ = anu” +apv” + a3 (3.18)

" /! "
q = agp +axq + as,

onde ai1,a12,a21 € age sao os coeficientes definidos pela Eq. 3.4, e a3 e ao3 sdo obtidos por

aijs = % (319)
ap3 = % (3.20)

Ainda necessita-se de mais duas equagoes para encontrar (u”,v”). Uma equagao adicional
pode ser obtida diferenciando c¢(s)

em P trés vezes e projetando o vetor resultante sobre o vetor normal N:

3[Lpu'u" + Mp(u"v' + u'v") + Npo'v"| + I11R (3.21)

— 3[LGplp”+MG(p”q,+p,q”)+NGq,q”]+IIIG
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Uma outra equacgao adicional pode ser obtida do fato de o vetor normal 7 = ¢(s) ser
perpendicular ao vetor tangente £ = ¢(s):

It = (Fy-Du + (Fy - 0" + (Fuy - D)) + (Fyy - 020" + (Fyy - 1)(v))2 =0 (3.22)

Substituindo a Eq. 3.18 na Eq. 3.21, pode-se resolver o sistema linear formado pelas
Egs. 3.21 e 3.22 para u” e v", e com isso, calcular o vetor curvatura x através da Eq. 3.16.

3.1.3 Torcao
Ye e Maekawa [38] obtiveram também expressoes da tor¢ido para intersecoes transversais e
nao transversais.

Nas intersecoes transversais, a derivada da curvatura com respeito ao comprimento de arco
pode ser calculado a partir de

kK =", (3.23)
onde
A = A Ccost M = A cost
"= R+ T Np+=—= Na
sin® 0 sin® 0
e
d'(s) 1, kF —K,%cosb k" — kpt cos @
= =— Np + N 3.24
K K ( sin 0 F sin? 6 ) ( )
O parametro A, é dado por
Ao = 3(Lu'v" + M(u"v' +u'v") + Nu'v") 4+ ryuaN (') + 37N (u')?0" +
3w N () 4 1o N (0')3.
Note que as derivadas u/, u”, v' e v" podem ser obtidas ao solucionar os seguintes sistemas
lineares
Ev +Fv = ry-t
Fu +Gv = r,-t
e

Eu" + Fo" n-ry — % u')? — Eyu'v'—
(Fy — S) ("),

Fu'"+Gv" = n-r,—(F, — %)(u’)2 — Guu'v'—
%) (u')?



Foi mostrado adicionalmente que a tor¢ao em P pode ser obtida através da expressao

T = —%((AHF — MG cos0)(b- Np) + (A — A cos8)(b- Ng)), (3.25)
K sin” 0

onde a curvatura s é dada pela Eq. 3.15s e o vetor binormal pela expressao b=1x .

Para intersecoes nao transversais, os vetores derivadas de terceira ordem e ordem superior

podem ser determinados por processo andlogo ao caso de ¢”(s).

3.2 Nossa Proposta

Por causa da precisao numérica, a calculo do vetor curvatura e da torcao através das
Eqgs. 3.24 e 3.25 86 sao confidveis quando

cos =Np-Ng<1-—e (3.26)

Isso significa que, numa vizinhanca de um ponto singular, valores erréneos para x e 7 podem ser
9’ )
gerados. Isso conduz a procura de uma técnica mais robusto, mesmo que utilize aproximagcoes em

vez dos valores exatos.

Similar ao proposto por Wu e Andrade, nossa técnica depende unicamente dos célculos dos
vetores tangentes da curva de intersecdo. Ele é baseado nos significados geométricos intuitivos das
propriedades locais da curva expressas pela Eq. 2.10.

Das Egs. 2.19 e 3.6 pode-se obter o vetor tangente, tanto quando o ponto de intersecao é
transversal como também nao-transversal. O vetor curvatura (normal a curva) e a curvatura podem
ser calculados pela Eq. 3.10. Conhecendo os vetores tangente ¢ e normal 7, o vetor binormal b é
calculado pelo produto vetorial b ={x . Desta maneira, um triedro de Frenet pode ser definido
em qualquer ponto da curva de interse¢ao, e com uso das Egs. (2.11) e (2.12) pode-se estimar a
torcao 7 e o seu sinal.

Finalmente, considerando dois pontos sucessivos a(s — As) e a(s) na intersecio, a derivada
da curvatura é simplesmente obtida por

1oy K(8) = k(s — As)
K (s) =~ a(s) —a(s — Ds)’ (3.27)

3.3 Resultados e Comparacoes com Valores Exatos

Nesta secao apresenta-se em primeiro lugar resultados de comparacao entre valores geométri-
cos diferenciais determinados pelo nossa técnica, com valores calculados com uso das Eqs. 2.3 e
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2.4. Para isso, trabalha-se apenas com pares de superficies cuja intersecdo tem uma representacao
paramétrica conhecida.

Nao foi possivel obter a comparacao das propriedades obtidas pelas Eqgs. 2.3 e 2.4 com a
técnica Ye-Maekawa, pois esta técnica necessita de mais informacoes do que simplesmente o valor
do ponto na curva.

Em seguida mostra-se comparativamente os resultados do nossa técnica com os de Ye-
Maekawa.

O primeiro teste é a intersecao entre as superficies

Fi(u,v) = (44cos(4u)) cos(u)+v(cos(4u)+sin(4u)) cos(u), (4+cos(4u)) sin(u) +v(cos(4u) +
sin(4u)) sin(u), sin(4u) + v(sin(4u) — cos(4u)) , 0 <wu < 271e — 0.5 < v < 0.5

G1(p, q) = ((4 + cos(p)) sin(g), (4 + cos(p)) cos(q),sin(p)), 0 < s,w < 27
cuja solucdo é a curva do tipo (1,4)-toro dada por
Ci(s) = ((4 + cos(4s)) cos s, (4 + cos(4s)) sin s, sin(4s))

A Figura 3.5 representa geometricamente a intersecao de Fy(u,v) e G1(p, q).

Figura 3.5: Intersecao Superficie Regrada/Toro.

A Tabela 3.1 apresenta os desvios entre os valores estimados e os valores exatos quando o
referencial mével varia com o pardmetro s. Para simplificar, fixou-se As = 0.01.
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O segundo teste é a intersecao entre as superficies

F>(u,v) = (cos(u),sin(u) — 1,v), com 0 < u < 27, —-3.0 < v < 3.0,

G2(p, q) = (2cos(p) cos(q), 2 cos(p) sin(g), 2sin(p)), com 0 < s < 27,0 < w < 7.
cuja a solugao é

Cs(s) = (cos(u),sin(u) — 1,2sin(u/2)).

A Figura 3.6 representa geometricamente a intersecao de Fa(u,v) e Ga(p, q).

Figura 3.6: Intersegao Cilindro Circular/Esfera.

A Tabela 3.2 apresenta os desvios dos valores estimados dos valores exatos quando o re-
feréncial mével varia com o parametro s.
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Vale a pena notar que os valores estimados estdo proximos dos exatos mesmo com passos
relativamente grandes. O sinal da tor¢do estimada coincide com o sinal do torgao exata.

Para pontos singulares é esperado que com passos menores tenha-se resultados melhores,
como ilustra a Tabela 3.3. Observe ainda que quanto menor é As, mais préoximos os valores
estimados estdo dos exatos para ambos os pontos ¢1(0,0) e ¢2(0,0). Na técnica da caminhada um
passo razoavel varia entre 0.01 < L < 0.1. Pode-se observar que os resultados que obtidos sao

razoaveis.
C1(0.0): Exato k = 0.5122,Exato 7 = 0.1254, Exato ' = 0.0000
_ N . N .
A [tk [ o [Sgeme [ o | Nyeme()
0.2 | 0.5181 0.9887 0.1470 0.8535 -0.0006 -
0.1 | 0.5139 0.9967 0.1306 0.9606 -0.0001 -
0.01 | 0.5122 1.0000 0.1255 0.9996 0.0000 1.0000
0.001 | 0.5122 1.0000 0.1254 1.0000 0.0000 1.0000
C2(0.0): Exato x = 0.5000, Exato 7 = —0.3750, Exato ' = 0.0000
As | ok | By | o | Bl | W | By
0.2 | 0.5007 0.9986 -0.3760 0.9972 0.0000 1.0000
0.1 | 0.5002 0.9996 -0.3753 0.9993 0.0000 1.0000
0.01 | 0.5000 1.0000 -0.3750 1.0000 0.0000 1.0000
0.001 | 0.5000 1.0000 -0.3750 1.0000 0.0000 1.0000
Tabela 3.3: Influéncia de As nos valores estimados.
3.4 Comparacao com a Técnica Ye-Maekawa

Restringiu-se a comparagao do nossa técnica com a Ye-Maekawa, por serem os dnicos a
apresentarem uma, técnica para determinar a torcao e derivada da curvatura. A técnica proposta
por Ye e Maekawa fornece um célculo exato das propriedades geométricas locais de uma curva de
intersecao. Entretando, devido a problemas de aritmética de ponto flutuante, para os casos onde a

condicao indicada pela Eq. 3.26 nao é satisfeita (isto é, os vetores normais de ambas as superficies

1
sin @

sdo quase paralelos), o célculo de k, ', e 7 ndo é numericamente confidvel, devido ao termo
em Eqgs. 3.24 e 3.25.

A Tabela 3.4 apresenta as propriedades locais da curva de intersecao determinada pela nossa
técnica e pela técnica Ye-Maekawa. A curva de intersecao foi tracada com o passo de tamanho L
= 0.01.
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O primeiro par de superficies, Fj(u,v) e G1(p,q), é quase nio-transversal (cosf ~ 1.0).
Neste caso, nossa técnica foi capaz de determinar as propriedades locais em qualquer ponto da
curva de intersecao (Figura 3.7.a), enquanto a técnica proposta por Ye e Maekawa nao pode fornecer
corretamente os dados para tragi-la completamente (Figura 3.7.b). Isso deve-se ao fato de cos € ~
1.0, isto é, senf ~ 0 na vizinhanca dos pontos singulares.

(a)

Figura 3.7: Superficie Regrada/Toro.

O segundo par, Fh(u,v) e Go(p,q) Figura 3.8.(a) e o terceiro par, F3(u,v) e G3(p,q)
Figura 3.8.(b) tém também alguns pontos intersecdo nao-transversais.

Devido a dificuldade para comparar a técnica Ye-Maekawa com os valores exatos das pro-
priedades geométricas, deixou-se para o Cap. 4 a comparacao do desempenho da caminhada de
ordem 3, utilizando as propriedades geométricas obtidas pela nosso técnica e a técnica Ye-Maekawa,
pois quanto melhor o desempenho mais aproximadas estarao as propriedades geométricas, portanto
a direcao de caminhada de ordem 3 fornecerd um ponto que precisard de menos iteregoes para
convergir para a curva de intersecao.

3.5 Comentarios

Apresentou-se uma técnica simples para estimar as propriedades geométricas locais da curva
de intersecdo de duas superficies regulares. Nos casos testados, a nossa técnica para uma estimativa
das propriedades geométricas tem se mostrado mais robusto do que a técnica proposto por Ye e
Maekawa na vizinhanga de pontos singulares, isto é, pontos que ndo satisfacam a Eq. 3.26. A
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Figura 3.8: (a) Cilindro Circular/Esfera e (b) Cilindro Generalizado/Toro..

primeira interse¢ao F(u,v) — G1(p,q) na Tabela 3.4 corrobora esta afirmagao. Fora desta regiao
tangencial, a nossa técnica com passo L = 0.01 tem obtidos resultados préximos dos obtidos pela
técnica Ye-Maekawa. Isto pode ser observado pelos dados fornecidos pelas intersegoes Fy(u,v) —
Ga(p, q) e F3(u,v) —G3(p, q) mostrados na Tabela 3.4. Estes resultados possibilitaram elaborar um
procedimento de caminhada de contato de ordem 3, que serd detalhado no Cap. 4.
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Capitulo 4

Direcoes de Caminhada

Direcdo e passo sao dois importantes ingredientes para uma boa caminhada ao longo de
uma curva de intersecdo desconhecida. Eles sdo usados para estimar o préximo ponto no tragado.
Por causa do compromisso entre eficiéncia e precisao, este ponto nao estd geralmente na curva de
intersecdo. Iteracoes usando método numéricos sao necessarias para melhorar a precisao dos pontos
alcancados em cada passo. E claro que, quanto mais préximo se encontra o ponto da curva [15],
menos iteracoes sao necessarias para melhorar suas coordenadas em relacao as coordenadas exatas
dos pontos sobre a curva de intersecao.

4.1 Trabalhos Correlatos

Nesta secao sintetiza-se os principais resultados encontrados na literatura referentes as
direcoes de caminhada.

4.1.1 Direcoes de Caminhada de Contato de Ordem 1

Barnhill e outros [4, 5] usaram como direcdo de caminhada o vetor tangente em cada
ponto alcancado. Suponha que seja dado um ponto Py na curva de intersecdo. Entao, o proximo
ponto estimado é dado por Q; = P,_; + L, onde L é o tamanho do passo e £ é o vetor tangente
unitario. Para refinar este ponto, isto é, para que ele convirja para um ponto P; na curva de
intersecao, usaram a matriz pseudo-inversa de Moore-Penrose [5, 9] (Figura 4.1).

Barnhill, Farin, Jordan e Piper usaram passos constantes ao longo do tracado em
[4]. Barnhill e Kersey propuseram que, no lugar de um passo constante, fosse utilizado um passo
adaptativo com um angulo de tolerancia Af [5]. Esta nova tolerancia é usada com a curvatura
estimada a partir da Eq. 4.1.

L=pA#,
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Figura 4.1: Passo tangencial.

onde

lallblla — b|
_ 4.1
= Sl (4.1)

e A é um valor pré-determinado (toleranica).

O tamanho do passo L pode ser maior quando a curva for “quase” plana (raio de curvatura
maior) e menor quando a curva tiver “bastante” curvatura (raio de curvatura menor) (Figura 4.2).

Figura 4.2: Passo tangencial adaptativo

4.1.2 Diregoes de Caminhada de Contato de Ordem 2

Usando a curvatura obtida resolvendo o sistema Eq. 3.9, Stoyanov [30] prop6s uma direc¢ao
de caminhada ao longo de uma pardbola local, que corresponde a expansao de Taylor em torno do
ponto corrente P; até ordem 2

p(L) = a(0) + La'(0) + %LQa”(O).

Sabendo que «a(0) = P, «/(0) =t e o/'(0) = wii, o préximo ponto P;;; é obtido por refinar
Q; dado por

. L?
Qi:R+Lt+7ﬁﬁ.
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O tamanho do passo L é calculado em cada iteracdo, em funcao da curvatura

1
L:D\/2(1+,/1+D2H2),

onde D é uma tolerancia dada previamente.

Esta expressao utilizada para o tamanho do passo foi obtida calculando o desvio méximo
da parabola p(h) com a curva a(s). Estes cilculos podem ser encontrados em [30]. Observe que,
quando a curvatura k é muito pequena, L assume valores grandes, e quando a curvatura ~ é grande,
L assume valores pequenos.

Wu-Andrade em [9, 37] propuseram uma dire¢io de caminhada circular, isto é, cami-
nhar localmente ao longo de um circulo osculador aproximado, estimando-o através do procedimento
descrito na secao 3.1.2 (Figura 4.3).

P;

Figura 4.3: Passo Circular.

O passo circular L corresponde ao arco de circunferéncia P; A, que é dado por L = P;A = R0,
onde R é o raio do circulo e # é um angulo que deve ser ajustado para R pequenos, a fim de evitar
que o préximo ponto estimado se afaste da curva de intersecao ao invés de aproximar . Testes
exaustivos levaram a utilizar a seguinte heuristica:

0 — L, se R<L1
N , se R>1

=vllay

4.2 Direcoes de Caminhada de Contato de Ordem 3

A maioria das direcoes de caminhada que se conhece usam aproximacoes de primeira e se-
gunda ordem. Isto deve-se a falta de técnicas apropriadas para determinar propriedades geométricas
de ordem superior.

Os resultados que foram obtidos pela nossa técnica, e também pela técnica Ye-Maekawa,
em relacdo & determinacao de propriedades geométricas de ordem 3 apresentados no Capitulo 3,
encorajou a usi-los nas Eqgs. 2.7 e 2.9 para obter, respectivamente, direcao de caminhada polinomial
e direcao de caminhada helicial.
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A implementacao da caminha polinomial e helicial deve levar em conta que a ordem de
contato das Eqgs. 2.7 e 2.9 com curva de intersecao ocorre localmente. Entdo, os sistemas de
referéncias da curva de contato e da curva de intersecao sdo diferentes. O sistema de referéncia
da curva de intersecio é formado pelos vetores %, 7 e b e o sistema de referéncia das curvas de
aproximacao dadas pelas Egs. 2.7 e 2.9 que sao as derivadas de primeira, segunda ordem na
origem e o produto vetorial de ambas. Para implementar estas direces precisa-se fazer a mudanga
de base. A caminhada polinomial e helicial prontas para a implementacao sao, respectivamente:

ﬁ2L3)t_.+ (HLZ N m’L3)ﬂ I<&7'L3(—)»
6 2 6 " "6

Qi=P+ (L-

a? ab _ -

2 a
Qi = Pt (Ssin(L/e) + i—ZL)f+ (a — acos(L/c))i + (Fb sin(L/e) ~ “1)f,

onde t, 71, b sdo, respectivamente, os vetores tangente, normal e binormal.

4.3 Resultados e Comparacoes

Nesta secao avalia-se comparativamente as diregoes de caminhada tangencial, circular, poli-
nomial e helicial. Também fez-se uma andlise da direcdo de caminhada de ordem 3 usando as
propriedades obtidas pela nossa técnica e a técnica proposto por Ye e Maekawa [38] no contexto
da eficiéncia da computacao dos pontos da curva de intersecao.

E esperado que pontos aproximados por diregoes de caminhada com contato de ordem 3 (as
diregoes polinomiais e heliciais) necessitem menos iteragoes para convergir, para um ponto da curva
de intersecao, do que pontos aproximados por direcoes de caminhada de contato de ordem 1 ou
2. Isso pode ser comprovado com os resultados obtidos pelas interseccoes dadas na Tabela 4.1. A
Tabela 4.1 sintetiza o niimero de iteragoes (1 it = uma iteracio, 2 it = duas iteragoes, etc) necessarias
para que o ponto ); convirja para o ponto P, na curva de interse¢do. O simbolo (#pontos) indica a
quantidade de pontos utilizados para obter todos os ramos de curvas de intersecdo. Esta quantidade
de pontos (#pontos) pode estar levando em consideracio sobreposicoes, pois pode-se estar usando
dois chutes iniciais diferentes que convirjam para o mesmo ramo da curva de interse¢ao. O tamanho
do passo utilizado utilizado foi L = 0.01 e as dire¢oes de caminhada se encontram especificadas
na coluna “método” na Tabela 4.1. Estas diregoes sao: tangencial, circular, polinomial e helicial.
Para as duas tultimas direcoes foram utilizadas duas formas distintas para obter as propriedades
geométricas em cada ponto tragado: a Ye-Maekawa e a nossa proposta (Nossa). Para comparar as
direcoes de caminhada foram computadas as percentagens de pontos que convergiram para a curva
de intersecao com 1, 2, 3, 4, 5 e mais 5 iteracoes.
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Como as intersecoes destes quatro pares de superficies sdo transversais (cosf ~ 0), as
direcoes polinomiais e heliciais que fazem uso das propriedades geométricas calculadas pela pro-
posta Ye-Maekawa apresentam resultados melhores em relacao aos que fazem uso das propriedades
geométricas aproximadas por nossa proposta. Os dados da Tabela 4.1 atestam também que as
direcoes polinomiais e heliciais sdo mais apropriadas para tragar interseccoes nao planares. Con-
forme esperado, notamos que para a curva de intersecao “quase” planar entre um Paraboldide e a
Sela (Figura 4.5.(b)), ndo hd uma diferenca siguinificativa entre dire¢oes de caminhada de contato
de ordem 2 e 3.

(a) (b)

Figura 4.4: (a) Intersecdo Superficie Regrada/Toro e (b) Intersecdo Paraboléide/Onda Senoidal.

(b)

Figura 4.5: (a) Intersecdo Helicéide/Cilindro e (b) Intersecio Paraboléide/Sela.
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Analisamos ainda o desempenho das distintas direcoes de caminhada para as interseccoes
com algumas singularidades (cos @ = 1.0). A Tabela 4.2 contém os dados referentes ao tragado de
trés superficies.

A intersecao do primeiro par de superficies (Figura 4.6) possui dois ramos que se auto-
intersectam (pontos singulares). Além disso, possui trechos da curva com vetores normais (Np
e Ng) quase paralelos. Nestas regioes proximas aos pontos singulares (cosf ~ 1), as diregoes
polinomiais e heliciais que fazem uso das propriedades geométricas calculadas pela técnica Ye-
Maekawa apresentam desvantagem em relagdo aos que fazem uso das propriedades geométricas
aproximadas calculadas pela nossa proposta. KEsta desvantagem é no sentido de porcentagens
de iteragoes (1 it e 2 it) necessdrias para que o ponto @; convirja para o ponto P,y; na curva
de intersecao, mostrada na Tabela 4.2. Note que em torno dos pontos singulares, a técnica Ye-
Maekawa, como ja discutido no capitulo, ndo consegue determinar corretamente as propriedades
geométricas locais, e o procedimento de caminhada pode divergir, enquanto a nossa técnica consegue
superar este problema.

Figura 4.6: Elipséide/Elipsoide.
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A intersecao do segundo par de superficies (Figura 4.7) possui dois pontos singulares (cos € ~

Figura 4.7: Bézier/Bézier.

1), e a intersecao do terceiro par de superficies (Figura 4.8) possui somente um ponto singular.

Figura 4.8: Intersecao Cilindro Circular/Esfera.

Nestas duas interseccoes, embora tenham pontos singulares, ndo possuem trechos com vetores
normais (Nr e Ng) quase paralelos, como acontece no primeiro par de superficies. Nota-se que as
direcoes de caminhada polinomial e helicial que fazem uso das propriedades geométricas calculadas
pela técnica Ye-Maekawa nao sofrem tanto quando o primeiro par de intersecao.

Devido a superioridade da técnica Ye-Maekawa nos pontos regulares, e & inferioridade na
vizinhanga dos pontos singulares, propos-se o uso das duas técnicas (Técnica Mista). Nos pontos
regulares é utilizado da técnica Ye-Maekawa e na vizinhanca dos pontos singulares é utilizado a
nossa técnica. Com isso deixaremos o algoritmo de caminhada mais robusto.

Para detectar estas regioes préximas a pontos singulares, é usado o angulo 6 entre os
vetores normais de ambas as superficies. Quando o senf < 0.1, devemos usar a nossa técnica, caso
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contrario, a técnica Ye-Maekawa. O condicdo senf < 0.1 foi escolhida depois de varios testes com
o valor do senf, isto é, senfl < 0.001, senf < 0.01, senfl < 0.1, etc . A Tabela 4.3 compara
as técnicas de obter propriedades geométricas (Nossa, Ye-Maekawa e Mista) usadas na caminhada

polinomial.
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4.4 Comentarios

Neste Capitulo, aplicou-se as propriedades geométricas locais para tracar a curva com
direcoes de caminhada de contato de ordem trés. Nos casos testados, nossa técnica para estimar
as propriedades geométricas foi mais robusta do que a técnica apresentado por Ye e Maekawa
na vizinhanga dos pontos singulares, e menos eficiente fora destas regides. Alguns exemplos sao
fornecidos para atestar esta afirmacao. Isso levou a propor um algoritmo de caminhada que faz
uso das duas técnicas. Para os pontos que satisfazem a Eq. 3.26 é aplicado a técnica Ye-Maekawa,
para o resto utilizamos a nossa proposta.

Adicionalmente, observou-se que as propostas de dire¢ao de caminhada polinomial e helicial
apresentaram melhores desempenhos do que as direcoes propostas nos trabalhos anteriores: menos
iteracoes sdo necessarias para melhorar os pontos estimados em cada passo. Entre estas direcoes
0s nossos experimentos apontaram ainda a ligeira superioridade da direcao polinomial em relacao
a direcao helicial.

Ao longo do desenvolvimento do algoritmo, identificou-se trés problemas: (1) as pro-
priedades geométricas nos pontos singulares s6 podem ser estimadas nos casos onde a singularidade
tem ordem 2. (2) nao sabemos o que fazer em relagao a diregao da caminhada nos pontos cuspidais.
(3) ao caminhar ao longo de um lago fechado, ndo hd um procedimento adequado para determinar
o final de uma volta. Nos préximos capitulos, serdo apresentados alguns resultados para estes
problemas.

Pretende-se introduzir em trabalhos futuros um passo adaptativo para caminhada polino-
mial e helicial. Devido ao comportamento variado da curva de intersecao em cada ponto tracado, é
interessante manter a adaptatividade dos pontos. Em [3] Bajaj e outros, procuraram fazer uso das
derivadas de ordem 3, para obter uma adaptagao a tamanho do passo. Com esta estimativa, um
tamanho do passo é escolhido de tal maneira que a contribuicao dos termos de segunda e terceira
ordem juntos é % do termo de primeira ordem. Uma possivel combinacao seria impor que estes

" LﬂmH:w|

" !
termos, ||L2O‘2 ©) || e ||LBO‘6 ©) ||, sejam menores do que ||~ 15> onde L é o tamanho do passo.

Como o tamanho do passo pode tornar-se muito pequeno é ainda proposto o uso de um tamanho
minimo.

Neste trabalho, como em [3], procurou-se fazer uso das derivadas de ordem 3, para obter
uma adaptacao a tamanho do passo. A tolerdncia usada foi 6 = 0.001. Este valor foi escolhido
depois de vérios testes.

3(1,” i 1
12 @) < 0.001  |LP||"(0)] < 0.006 L= (%85, se. 7 £ 0

L2 " 0 " l
12 @) <0.001  |L]2|le"(0)] <0.002 L= (o), se 7 =0.

A Tabela 4.4 ilustra a diferenca no comportamento do algoritmo de caminhada polinomial
com a técnica Mista para o tamanho do passso L fixo e L adapatativo. Note que o ntimero de pontos
necessarios para tragar a curva de intersecdo para o tamanho do passo L adaptativo é menor do
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que L fixo, como pode ser verificado na Tabela 4.4. Para o tamanho do passo L fixo temos uma
porcentagem maior de 2 iteragoes, do que o passo L adaptativo. Isto ocorre devido ao fato de L ser
adaptativo, e estar variando entre 0.001 < L < 0.2 enquanto o L fixo é L = 0.01. Este resultado
pode ser verificado na Tabela 4.4. A distribuicdo destes pontos ao longo do traco reflete mais a

geometria da curva (Figura 4.9).

Surperficie Método L #pontos | 1it | 2 it it | >4 it
(Figura 4.9). | Polin. Mista. 0.01 9712 0% [23% |60 % | 17 %
Mista. Adp. | 0.001 < L < 0.2 2903 0% [ 12% | 44 % | 44 %

Tabela 4.4: Comparacao do Passo polinomial e com L fixo e L adaptativo.

—
5

(a) L fixo (b) L Adaptativo

Figura 4.9: Passo Polinomial.
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Capitulo 5

Singularidades

E desejavel que seja possivel tracar maximamente uma curva de intersecao a partir de um
ponto inicial, isto é, se for uma curva aberta, significa caminhar de um ponto inicial até atingir o
bordo do dominio paramétrico (quando estamos olhando a curva no dominio paramétrico), se for
curva fechada significa caminhar de um ponto inicial até o retornar a este ponto novamente. Nos
capitulos anteriores apresentou-se a técnica de caminhada que estima a partir dos pontos tracados,
o préximo ponto, considerando que haja continuidade do vetor tangente. Esta suposicao nao se
aplica, entretanto, para alguns pontos singulares, como ilustra a Figura 5.1. Uma solucao para o
caso particular da ctspide simples é inverter a direcao do vetor tangente e a do vetor normal. Ha
porém, casos como o de cispide de “Ramph”, em que nao se sabe qual é o procedimento que se

deve tomar (Figura 5.1.a).

(5.1.a) Cuaspide “Ramphoid” (5.1.b) Cuspide Simples  (5.1.c) Cuspide Simples

Figura 5.1: Pontos Cuspidais.

Existem ainda situacoes em que mesmo tendo continuidade no vetor tangente, deve-se ve-
rificar se o ponto é um tacnéide (os ramos nao se cruzam) ou oscnéide (0s ramos se cruzam) para
obter um tracado topologicamente correto (Figura 5.2). Se isto nao for feito e a curva for como a
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da Figura 5.2, pode-se tracar somente o circulo de fora ou o circulo de dentro, levando a obter uma
curva topologicamente incorreta.

Figura 5.2: Oscndide.

Aparentemente hd uma grande diversidade na forma como uma curva se auto-interseciona
num ponto. Felizmente, resultados decorrentes das pesquisas na drea de teoria de singularidades in-
dicam que somente um ntimero finito de comportamentos podem ocorrer para uma, especifica ordem
de contato. Alguns destes comportamentos podem ser analisados através dos germes previamente
identificados (Secao 2.4).

7

O objetivo é reconhecer as singularidades produzidas pela intersecdo de duas superficies
regulares, dadas pelas formas paramétricas F'(u,v) e G(p, q), para predizer o traco da intersecio e
garantir uma caminhada topologicamente correta.

As singularidades correspondem a pontos onde o vetor tangente nao estd definido, isto é,
quando os vetores normais de ambas as superficies sao paralelos. Assim, os pontos singulares na
curva intersecao sao as solucoes de

F(u,v) = G(s,w)

(B (1, 0) X Fy(t,0)) % (Ga(5,1) X G (5,1)) = (0,0,0)7. (5:1)

A curva de intersecdo pode se auto intersecionar nestes pontos com uma, certa ordem de
contato (ordem da singularidade).

Para utilizar as ferramentas providas pela teoria de singularidades no reconhecimento de
singularidades foi necessario desenvolver:

1. um procedimento para determinar os pontos singulares e

2. uma técnica para representar a vizinhanga deste ponto singular através de uma curva
algébrica plana.
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Embora ainda nao totalmente implementados, mostra-se neste capitulo alguns resultados
que foram obtidos.

Foram experimentados trés paradigmas para este reconhecimento: o paradigma das tan-
gentes[Subsecdo 5.2.2], o paradigma da codimensdo [Subsecdo 5.2.4] e o paradigma dos coefi-
cientes[Subsecdo 5.2.5] . Termina-se o capitulo com a apresentacio de uma perspectiva de ampliacao
da implementagao.

5.1 Trabalhos Correlatos

Ye e Maekawa [38] propuseram um algoritmo para analisar o comportamento de um ponto
singular de ordem 2, analisando o discriminante da forma quadrética que representa o ponto singular
em sua vizinhanca. Nestes pontos, o vetor tangente unitirio ¢ pode ser representado como uma
combinagao linear de F, e F),, ou de G), e G, isto é,

t = uF, +vIF, = pIG, + q¢/Gy, (5.2)

que sao duas equagoes lineares com quatro varidveis (u/, v/, p/,q/). Como nestes pontos os vetores
normais das superficies sdo paralelos, temos que as curvaturas normais (kI = k¥) sdo iguais

Lp(u)? 4+ 2Mpumvr + Np(v)? = La(p)? + 2Mgplqr + Ng(q1)2. (5.3)

Esta equacao é quadréitica em (u/, v/, p/, q7). As Egs. 5.2 e 5.3 formam um sistema de quatro
equacoes nao lineares com quatro varidveis. Este sistema pode ser resolvido por representar p/ e q/
em termos de combinacio linear de u/ e v/ da Eq. 5.2 e

pl = apul +apv! e ql = asul + agev/, (54)
onde
(Fu xGy) N F, xGy) N
= = 1 5.9
i (Gp x Gg) - N7 e (Gp x Gg)- N (5:5)
. _(Gpx Fy)-N " _(Gpx Fy)-N
TG, x Gy N 2T Gy x Gy N

Substituindo o resultado na Eq. 5.3, obtém-se
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bn(u/)2 + 2b12(ul) (U/) + b22(v/)2 = 0, (5.6)

onde
by = a? Lg+2a11a91 Mg + a3, Ng — Lr,
bis = anai2lg + 2(ai1a2 + a21a12) Mg + az1a22Ng — My,
b22 = a%zLG + 2@21@22MG + G%QNG - NF

Denotando w = ’;—:, tem-se o polinémio de grau 2 na varidvel w
biiw? + 2biaw + by = 0,
para p = Z—:, tem-se o polinémio de grau 2 na varidvel p
boop® 4 2b12p + by = 0.
Vamos supor que b;; # 0, pois para o outro caso a andlise é andloga, entao denotando

w = % temos uma polinémio de grau 2

bnw2 + 2b1ow + bosw = 0. (57)
Assim, podem-se distinguir quatro casos dependendo do discriminante b2, — by1bas:

1. b%Q — b11bey < 0. Nao existe raiz real: o ponto é um ponto de contato isolado entre F' e G,
logo nao existe vetor tangente.

2. b2y — biibye = 0 e b + b, + b?; # 0. Uma raiz real com multiplicidade dois: o ponto
s6 tem uma tangente. Pode ser um ponto cuspidal (Figura 5.1), tacnoidal (Figura 5.10) e
osconoidal (Figura 5.2).

3. b2y — bi1bay > 0. H4 duas raizes reais: o ponto é de bifurcagao, isto é, a curva se cruza neste
ponto, logo existem dois vetores tangentes (Figura 5.12).

4. b1y = byy = byy = 0: o ponto é um ponto de contato de ordem superior (Figura 5.4).

Ye e Maekawa deram ainda uma interpretagao geométrica para estas tangentes com uso
de indicatriz de Dupin da superficie em P, que é uma secao conica. Como F e G se intersectam
tangencialmente em P, elas tem o mesmo plano tangente em P. A Eq. 5.3 impoe adicionalmente que
o vetor tangente deve ser tal que, ao longo dele, F'(u,v) e G(p,q) tem a mesma curvatura normal,
portanto, as indicatrizes de Dupin de F(u,v) e G(p,q) em P se intersectam, quando F(u,v) e
G(p, q) se intersectam ao longo de uma curva.
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Caso 1: indicatrizes de Dupin nao intersectam em nenhum ponto (ponto isolado).

Caso 2: indicatrizes de Dupin intersectam em dois pontos tangenciais.

Caso 3: indicatrizes de Dupin intersectam transversalmente em quatro pontos (ponto de bifurcacio).
Caso 4: indicatrizes de Dupin se sobrepoem em um trecho.




o X

Caso

Observou-se que esta técnica de classificagao nao consegue diferenciar singularidades que
apresentam uma tangente como as mostradas nas Figuras 5.1 e 5.2. Para distinguir tais singula-
ridades s6 encontramos resultados teéricos na literatura da teoria de singularidades (se¢ao 2.4).

5.2 Reconhecimento de Singularidades

Foram analisados os dois paradigmas encontrados na literatura: o das tangentes e o da
codimensao. Nesta secao cada um deles aplicado no contexto de intersecio serd detalhado. Antes,
porém, serd apresentado um procedimento para determinar um ponto singular.

5.2.1 Determinacao dos Pontos Singulares

Para cada ponto tracado, fazemos testes nos vetores normais de ambas as superficies para
verificar se eles estdo quase paralelos (sinf < 0.01). Se este for o caso, aplicamos a condicao
expressa na Eq. 5.8 apresentada por Sederberg e outros [27]:

F,xF,-G, = 0
FyxF,-G; = 0
(F-G)-F, = 0
(F-G)-F, = 0

Para obter o ponto singular, usamos o ultimo ponto do tracado P;y; na regido onde os
vetores normais sao quase paralelos ou onde o vetor Np(P;) x Ng(P;) troca abruptamente de
diregao com o vetor Np(Pj11) X Ng(P;11). A Figura 5.3 ilustra estas situagoes.

Figura 5.3: Ponto de partida para obtencao do ponto singular.

64



5.2.2 Paradigma da Tangente

O método de analisar o discriminante proposto por Ye e Maekawa, é bastante atraente
computacionalmente, uma vez que o niimero de raizes é o indicativo da quantidade de tangentes no
ponto em andlise. Entao estendemos a idéia para analisar singularidades de ordens maiores. Nesta
secao, é detalhada a nossa proposta que se divide em duas etapas

e obtencao da fun¢ao implicita (curva algébrica), obtida por igualar as formas fundamentais
de ordem n das duas superficies e

e determinacio das raizes reais do polindmio obtido da funcao implicita por divisao de
varidveis.

5.2.2.1 Terceira Ordem

Se L = M = N = 0 em P, temos que a segunda forma fundamental é zero, isto é,
II = d*F(u,v) - N = d?>G(p,q) - N = 0. Portanto, deve-se analisar a terceira forma fundamental,

I1I = &*F(u,v) - N = d*G(p,q) - N,

Fouu - Ndu? + 3F, - Ndudv + 3F,, - Ndudv?® + Foyy - Ndv® =
Gppp - Ndp® + 3G g - Ndp*dq + 3G g - Ndsdq® + Gugq - Ndg?.

Fazendo a mudanca de varidveis dada pelas Eqgs. 5.4 e 5.5, obtém-se a seguinte curva
algébrica de grau 3

bri(u)? 4 3bya(u)? (v1) + 3byz(wl) (v1)* + bra(vr)®> = 0, (5.8)
onde

bll

Araly + Bial as + Craiia3, + Dialy — A,
bio = 3Aja3 a3 + Bi(a? as + 2.0a11a12a1) +
C1(2a11a21a22 + a12a3,) + 3D1a3 a2 — B,
bis = 3Aiaiial, + Bi(2a11a12a2 + afyan) +
C1(2a12a21 a2 + aiyaz) + 3D1azia3, — C,
by = Ajad, + Bial,az + Cra12a3, + Dial, — D,
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A = Fuu-N A = Gy N

B = 3Fuw-N By = 3G N
C = B3Fup N Ci = 3Gpy N
D = Fo-N D1 = Geq N

Como a Eq. 5.8 é uma equacao polinémial ciibica em w = ‘;—;

b11w3 + 3b12w2 + 3b13w + b14 =0

ouem p =4

b14,u3 + 3b13u2 + 3b12u +b11 = 0,

entdo pode-se ter as seguintes possibilidades:

e Trés raizes reais distintas: no ponto ha trés diregoes de tangentes,

e Duas raizes reais distintas, uma com multiplicidade dois: no ponto h& duas direcdes de tangente,
e Uma raiz real com multiplicidade trés: no ponto ha somente uma direcao de tangente,

e Uma raiz real e duas complexas: no ponto ha somente uma direcdo de tangente.

Se b11 750,
P wF, + F,
 |wF, + F|
ou se byg #0,
P F, + uF,
|Fu+,UfFv|,

que pode assumir distintas dire¢oes para distintos valores de w ou p.

Tem-se ainda que tratar casos particulares, nos quais by; e by4 se anulam:

1. se b2 # 0 e by3 # 0 entdo

_ wF, + F,
- |wF,+ F)|

ou
F, + uF,

B |Fu+qu|’
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.sebips #£A0eb3=0u =0ewv#0,onde fpode ser calculado como

vl F,

o v
v/ Fy |

ou temos que v/ = 0 e u/ # 0, onde t pode ser computado como

wF,

o |ulFy|

.sebipo=0ebi3#A0u =0ewv#0, onde t pode ser calculado como

vl F,

o VF
|vrF, |

ou tem-se que v/ = 0 e w/ # 0, onde ¢ pode ser computado como

ulF,
|ulF,|

=

Exemplo 12 Seja a intersecao das superficies

F(u,v)=(u,v, (u? + v*)? + 3u’v — v*)
G(p,9)=(p,q,0)

Figura 5.4: Intersecdo Relevo em 3-Pétalas/Plano.

no ponto singular F'(0,0) = G(0,0) = P os coeficientes b1y, bi2 e b1z da Eq. 5.7 se anulam. Portanto, a
singularidade tem ordem maior do que 2. Analisa-se, entdo, a terceira forma fundamental. Determinando
as terceiras derivadas, tanto de F' quanto de G no ponto, obteve-se para os coeficientes by, bi2, bi3, e b4 da
Eq. 5.8 os valores 0, —18, 0 e 6, respectivamente. Substituindo-os na Eq. 5.8, tem-se uma curva algébrica

6(v)® — 54(ur)?(vr) = 0.
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Denotando p = &, tem-se o polindmio de grau 3

6(p)* — 54(u) =0,

cujas raizes sao u =0, p=3.0e p = —3.0.

Isso significa que no ponto singular existem trés direcoes tangentes distintas. De fato, a Figura 5.4
atesta que P é um ponto de bifurcacio de multiplicidade 3.

5.2.2.2 Quarta Ordem

Se a segunda e terceira forma fundamental de ambas as superficies se anulam, deve-se inspecionar
a quarta forma fundamental,

d4F(’LL,U) N = d4G(p) q) : N>

ou seja

Fuun - Ndu* +4F, 00 - NduPdv + 6F .y - Ndu?dv® + 4F e - Ndudv® + Fyypy - Ndvt =

5.11
Goppp Ndp* + 4G pppq Ndp3dq + 6G ppqq - Ndp?dqg® + 4G pgqq - Ndpdq® + Gagqq - Ndg* ( )

para classificar o ponto singular.

Tem-se que p’ e ¢’ é uma combinacao linear de u’ e v/, isto é, p' = a1t +a12v" e ¢ = az1u’ + axt’,
com os coeficientes aq1, a12,a21 € ass dados pela Eq. 5.5. Portanto, a Eq. 5.11 é transformada em uma curva
algébrica de grau 4 nas varidveis v’ e v’

b11(u1)4 + 4612(ul)3(vl) + 6b13(ul)2(v/)2 + 4b14(ul)(v/)3 + b15(’U/)4 =0, (512)
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onde

bll

b14

Aya}, +4B1a3 a9 + 6C1a? a3, + 4D1ay a3, + Eras, — A,
44103 a1y + 4B (a3 a9y + 3a3,)ar2a0,) +
1201 (a3, a1 a2 + ar1ai2a3;) +

4D1(3a2 a2y + aipa3,) + 4E a3, a2y — B,
6A1a11%a12% + 12B, (a?,a12a22 + a11a%5a1) +
6C1 (a7,as, + 4ayiaizas;ass +

alya3,) + 12D (a11a21a3 + a12a3, az) +
6a3,a3, — C,

44 1a11a}y + 4B1 (3ar1ai,a0 + aiya0n) +

12C1 (ay1a1203, + alyaszias2) + 4D1 (a1 a3,
+3a12a21a3,) + 4F a1 a3, — D;

Araiy + 4Brajyaz + 6C1a3,a3, +

4Dya12a3, + Erasy — E;

(5.13)

com os termos a;; definidos pela Eq. 5.5 e

A:Fuuuu'Na B:4Fuuuv'N C:6Fuuvv'N: D:4Fuvvv'N € E:Fvvvv'N

Al = Gpppp './\/, Bl = 4Gpppq . N, 01 = 6Gppqq . N, D1 = 4quqq ./\/ e E1 = quqq - N.

Dividindo a equacdo algébrica por (v')*, tem-se

ou por (u')*, tem-se

b11w4 + 4b12w3 + 6b13w2 + 4bjaw +b15 =0 (514)

b15,u4 + 4b14,u3 + 6b13/12 + 4biop 4+ 611 =0 (5.15)

69



A partir das raizes do polinémio podemos distinguir as seguintes situacoes:

e Quatro raizes reais distintas: no ponto hé quatro dire¢oes de tangente.

o Trés raizes reais distintas, uma com multiplicidade dois: no ponto ha trés direcoes de tangente.

e Duas raizes reais distintas e duas complexas: no ponto ha duas direcoes de tangente.

e Duas raizes reais distintas: com multiplicidade dois, portanto no ponto ha duas direcoes tangentes.

e Duas raizes reais distintas: uma com multiplicidade trés, portanto no ponto hd duas dire¢oes tangentes.
e Uma raiz real com multiplicidade dois e duas complexas: no ponto hd somente uma direcdo tangencial
e Uma raiz real com multiplicidade quatro: no ponto ha somente uma direcao tangente.

e Nenhuma raiz real:é um ponto isolado.

Se b11 7é 0,
L?_ wFy+F,
T |wFu+Fy|

ou se by # 0, tem-se

F— FutuF,
[Fu+nFy]”

Novamente, precisa-se analisar casos particulares para os quais b1; =0 e b5 = 0.

1. se b1z # 0 e byy # 0 ou by3 # 0, entdo considerando w = Z—;, obtém-se

P wF, + F,
- |wF, + F,|

2. se by #0, b14 =0, b13 =0, u =0 e v/ # 0, entdo

- vlF,
t=
|vrF, |
ouse v/ =0 e ul # 0, entdo
P ulFy,
B [u/Fy|

3. se bz =0, b1y #0, e biz # 0, entdo considerando p = 2, obtém-se

P F, + uF,
|Fy + pFy|
4. se bjo =0e by #0e b3 =0v =0 e u #0, entdo
e ulFy,
|ulF, |
ou quando u/ = 0 e v/ # 0, tem-se
P vl F,
 |ulF,|
5. se big =0, b4 =0, by3 #0, v/ =0 e u/ # 0, entdo
e ulFy,
|ulF, |
e se u/ =0 e v/ # 0, resulta-se em
- wulF,
F= —2
|vrFy |
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Exemplo 13 A intersecio das superficies F(u,v) = (u,v, (u®> + v?)? — 4u*v?) e G(p,q) = (p,q,0), tem um
ponto singular em (u,v) = (p,q) = (0,0) (Figura 5.5)).

Figura 5.5: Intersecao Relevo 4-Pétalas/Plano.

Neste caso, os coeficientes da Eq. 5.14 sdo b1 = bis = b1y = b5 =0e b3 = 1.

A quértica se degenera em 6(u/)?(v)*> = 0, isto é, 6(%)? = 0 ou 6(%)* = 0. Logo, tem-se duas retas

tangentes distintas neste ponto.

Se v/ =0 e uf #0, entdo

ul Py

t |utFy | *

ouse u/ =0 e v/ # 0, entdo

2 ulF,
t= |vrFy|”

5.2.3 Determinacao da curva da algébrica aproximada

Nesta secdo mostra-se que é possivel aproximar, no ponto singular, a intersecdo de duas superficies
regulares (F'(u,v) — G(p,q) = 0) por uma curva algébrica. O interessante é que com isso se pode utilizar os
recursos de classificacdo de curva algébrica plana, para obter o comportamento do ponto singular. Deve-se
observar que paradigma das tangentes é um caso particular desta aproximagcdo, pois aproxima-se somente
até a ordem da singularidade.

Dadas duas superficies regulares F'(u,v) e G(p, q), pode-se expandi-las em polinémio de Taylor

1 1 1
F(u + du,v + dv) = F(u,v) + dF (u,v) + §d2F(u,v) + gdSF(u,v) + Qd‘lF(u,v) + -

1
+md”F(u, v) + Errop(n),
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e

G(p +dp,q +dg) = G(p,q) + dG(p,q) + 5 dQG( q) + ,d3G( )+ d4G( ,q) +

3!
1 .
+Ed G(p,q) + Errog(n).

Entéo a intersecdo das duas superficies regulares (F'(u,v) = G(p,q)), pode ser aproximada implici-
tamente pela igualdade de seus polindomios de Taylor de ordem n.

1 1 1 1
dF(u,v) + EdQF(u,v) + §d3F(u,U) + Id4F(u’U) ot =d"F(u,v) =

1 1 1 1
dG(p,q) + §d2G(p, ) + §d3G(p, q) + Id‘lG(p, q) + -+ —d"Gp,q),

Particularmente, nos pontos singulares os vetores normais de ambas as superficies sdo paralelos
(N = N = Ng), pode-se aplicar o produto escalar do vetor normal em ambos os lados da igualdade,
obtendo

dF(u,v)-N+%d2F(u,v)-N+%d3F(u,v)-N+%d4F(u,v)-N+---+%d”F(u,v)-N:
dG(p,q)-N+%d2G( )N+ d3( )N+ d4G( )N+---+%d”G(p,q)-N.

Além disso, os termos do primeiro grau dF' (u,v) - N =0, dG(p, q) - N' = 0 zeram; portanto, tem-se

%sz(u,v) N+ %dSF(u,v) N+ %d‘lF(u,v) N+ + l'd”F(u,v) ‘N =

—d2 G (p, )N+ d3 G(p, )J\/+ d4G( )N-{—----{—%dnG(p,q)-N. (5.16)

Sabe-se que os planos tangentes de F' e G se coincidem no ponto singular, entdo pode-se escrever p’
e ¢' como combinacio linear de u’ e v’ dada pela Eq. 5.4.

Com isso, reduzimos a Eq. 5.16 a uma fung¢ao implicita f(u',v") = 0. Fazendo a substitui¢ido u’ = =
e v’ =y tem-se

f(a:, y) = a0w2 +a1ry + a2y2 + a3m3 + a4a:2y + a5my2 + a6y3 + a7a:4 + a8m3y + a9x2y2 + ammy3 + a11y4 +--
Definigao 14 O grau de um monémio a;x"y™ é m + n.
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Definicao 15 A ordem da singularidade de uma curva algébrica é menor grau dos mondmios que aparecem
na curva algébrica.

Exemplo 14 A intersecio de superficies F(u,v) = (u,v,u* + u?v? — 2u?v — uv® +v?) e G(p,q) = (p,q,0)
contém um ponto singular em (u,v) = (p,q) = (0,0).

Figura 5.6: Cuspide “Ramphoid”.

Expandindo as duas superficies em polinémio de Taylor até ordem 4, atribuindo valores as derivadas
parciais no ponto (0,0), chega-se a

fur,vr) = wr* + urtvr* = 2uPvr — uwr* 4+ vr* = 0. (5.17)

Substituindo w/ e v/ por x e y, respectivamente, tem-se

flz,y) = zt + 2%y — 2%y —xy? + 4P = 0.

A curva algébrica f(z,y) tem grau 2, pois o termo de menor grau é y>.

5.2.4 Paradigma de Codimensao

Uma andlise detalhada do método das tangentes permitiu concluir que este método sozinho nao
consegue diferenciar singularidades como cispide, tacnéide e oscnéide. Todos esses pontos quando analisados
pelo método das tangentes sdo de ordem dois e possuem uma tnica raiz real. O interesse em diferenciar
estes tipos de singularidades, levou a busca de elementos para classificd-los em livros de singularidades [7,
12, 13, 19, 23, 26]. Encontrou-se algumas classificagdes para singularidades de curvas algébricas planas.
Portanto, devido a este fato passa-se a olhar o problema de singularidade de uma curva de intersecdo como
uma singularidade de uma curva algébrica. O grande passo foi expandir as superficies em séries de Taylor nos
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pontos singulares. Como os vetores normais sio paralelos nestes pontos, foi possivel obter a curva algébrica
f(z,y) =0, que é uma curva algébrica nas varidveis = e y.

Devido a complexidade do problema de singularidade, restringiu-se a atencao para singularidades
do tipo Aj. Na secdo 2.4 foram apresentadas duas técnicas para reconhecimento de uma singularidade deste
tipo: verificando as condigoes listadas na tabela da Figura 2.5 ou determinando a codimensao e o coposto
da funcdo na vizinhanca do ponto singular.

Com base no que existe na literatura de teoria de singularidade, formulou-se o seguinte proce-
dimento de reconhecimento de uma singularidade do tipo Ay numa curva de interse¢do de duas superficies
regulares:

e descrever a curva na vizinhanca de um ponto singular por uma curva algébrica planar f(z,y) =0

e determinar a codimenséio e o coposto de f(x,y) = 0 conforme detalhado na segdo 2.4 .

Para ilustrar a técnica de codimensao na classificacao de singularidades do tipo Ay,
selecionamos 6 pares de superficies.

Exemplo 15 A intersecio de superficies F(u,v) = (u,v,u* + u?v? — 2u?v — uv?® +v?) e G(p,q) = (p,q,0)
contém um ponto singular em (u,v) = (p,q) = (0,0) (Figura 5.6). Expandindo em Taylor obtém-se a sequinte
curva algébrica com singularidade na origem (0,0)

flz,y) = z* + 2%y* — 2%y — 2y® + y*> = 0.
Derivando f(z,y) em relagdo & varidvel x, tem-se
fo = 42° + 2zy° — dzy — 3>,
e derivando f(z,y) em relacdo & varidvel y, tem-se

y = 2z%y — 2z — 2y + 2y.

Precisa-se analisar a matriz hessiana em (0,0).

fee Jfa 1222 + 2:1/2 —4y 4oy —4x — 2y 0 0
H: v = g
fye  fyy 4oy — 4 — 2y 2z — 2z + 2 0o 2 |°

Portanto, o seu co-posto é iagual a 1. Entdo, a singularidade é do tipo Ay, isto é, tem a forma
normal y? £ z*+1,

Agora deve-se calcular a codimensio.

De f, =0 tem-se que

1
y=§fy—w2y—w2—wy,

entao conclui-se que
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yEJf+M2+M3CJf+M2.

De acordo com o lema de Nakayma, pode-se eliminar o monémio y e os seus miiltiplos da base para
o complemento de J; + M*F1

Agora deve-se verificar se 0 monomio z € Jy + M?2.

1. z & J;+ M?, pois ndo pode ser escrito como uma combinagio de af, +bf, menos mondmios de grau
2.

2

2. O monomio z? néo se encontra em Jy + M?.

3

3. O mondémio z* ndo se encontra em J; + M*.

4

4. O mondmio z* se encontra em J; + M?, pois pode-se escrevé-lo como combinagdo de f, e fy

Portanto, a codimensdo de f(z,y) é igual a 4. Logo, a singularidade é do tipo A4, e sua forma
normal é y? + 2%, que é uma cispide de “Ramph”, na qual s6 h4 uma direcdo de tangente que muda de
sentido neste ponto.

Exemplo 16 A intersecao de superficies F(u,v) = (u,v, ¥+u3+“;+7“2i+uv2+v4) e G(p,q) = (p,q,0)
tem uma singularidade em (u,v) = (p,q) = (0,0) (Figura 5.7). Ezpandindo em Taylor obtém-se a sequinte
curva algébrica com singularidade na origem (0,0)

4 2 71.2 2

3
f(x,y):%+m3+%+ 2y +azy? +yt=0.
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Figura 5.7: Oscnoide.

Derivando a fungdo f(z,y) em relacdo a varidvel z, tem-se

Txy?

fe :3m3+3m2+g+ 5 +y°, (5.18)
e derivando a fungdo f(z,y) em relacdo & varidvel y, tem-se
2
fo= 2 4 oay + 4y (5.19)

Precisa-se analisar a matriz hessiana em (0, 0)
H—{f” fmy}_ 9m2+6m+%+% Toy + 2y _{ 0}
= — 2 - )
fyz fyy 7:vy + 2y % + 2z + 12y2 0

Portanto o seu co-posto é igual a 1. Entdo, a singularidade é do tipo A, isto é, tem a forma normal
2 k+1
e £y,

O =

Agora vamos calcular a codimenséo.

O mondmio z € J; + M? pode ser expresso como combinagio das primeiras derivadas parciais e
mondmios de ordem superior

x:2(fw—3z3+3z2—zT—y2),

entao
zeJr+ M+ M?CJp+ M2

Portanto, deve-se tirar este monomio e seus miltiplos da base para um complemento de J + ME+L
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Deve-se ainda verificar se 0 monomio y € Jy + M?2.

Tem-se que y & J; + M?, pois ndo pode ser escrito como uma combinagdo de af, + bf, menos
monomios de grau maior ou igual a 2.

O mondmio y* néo se encontra em .J; + M3, pois quando escrevemos y* = af, +bf, ndo se consegue
eliminar o monémio de grau 1 (—%) da equagao

2 _ 3 2 z Txy?
Y2 = fo - 308 — 302 — & - Tt

2
porque na equagao bf, = 7'”; Y 4 2bxy + 4by> ndo apareceu nenhum mondmio de grau 1.

O monémio y* nédo se encontra em .J; + M*, pois quando se escreves y* = af, +bf, ndo se consegue
eliminar o monémio de grau 2 (—%’) da equacao

2
porque na equagao af, = 3az® + 3ax® + 4 + 7“% + ay? o unico valor de a para que apareca o monoémio
% é colocar a = y, porém tem-se o termo ay® = y3 que faz desaparecer ¥ do lado esquerdo da equacao.

3
Usa-se a equacdo y> = yf, — 323y + 322y — ¥ — T2y”  tem-se 0 mesmo problema para desaparecer com o
s 2 2

termo —%¢. Portanto, ndo é possivel escrever y® = af, + bf, + termos de grau maior ou igual a 4.

O mondmio y* ndo se encontra em J¢ + M?>, pois quando se escreve y* = af, +bf, ndo se consegue

2
eliminar o monémio de grau 3 (—%~) da equacao

5 _ 3 2, az | Tazy> 2 ~ a .
p02rque na equacao af, = 3az®+3azr*+ % + <3 +ay* tem-se duas opcoes de a, para que aparega 0 monomio
-, uma é assumir a = y? e aoutra é a = % Para a = y? tem-se o termo ay® = y* que faz desaparecer

ax

4 5 _ 1 _ =z <
y* do lado esquerdo da equacao e para a = 7 tem-se que o termo % = {5 que somente desaparecerd se for

2 2
usado a = L para af, = 3az® + 3az? + L& + 2L 4 qy? e entdo reaparecerd o termo “¥-. Portanto, ndo é
possivel escrever y* = af, + bf, + termos de grau maior ou igual a 5.

O mondmio y® encontra-se em J; + M°,

5y Llxy _7_3/2 17y? 132 1 2323 _ 35zy>
At T L e A TR S S T; 2 My
e pode-se eliminar os seus multiplos
(z) y
(z?) (zy) v’
(z°) (2%y) (zy®) v
(z*) (z°y) (z°y?) (zy?) y*
(z°) (z'y) (z°y?) (z%y®) (zy*) (v°)

Logo, a singularidade é do tipo As, isto é, a sua forma normal é 22 — 4%, que é um oscnéide.
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Exemplo 17 A intersecdo de superficies F(u,v) = (1.2cos(u)sen(v), 1.6sin(u)sen(v),2cos(v)) e G(p,q) =
(0.9cos(p)sen(q), 1.6sen(p)sen(q), 2.5cos(q)) tem singularidads que correspondem aos pontos (—1.57,—1.57)
e (1.57,—1.57) no dominio de parametros (Figura 5.8). Ezpandindo em Taylor nos pontos (—1.57,—1.57)
(1.57,—1.57), obtém-se as sequintes curvas algébricas com singularidades na origem (0,0)

Primeiro ponto singular (—1.57, —1.57)
f(z,y) = —1.242% 4+ 1.6y* + g(x,y) , onde g(x,y) tem grau > 3.
Segundo ponto singular (1.57, —1.57)

f(z,y) = —1.242% + 1.6y> + h(z,y), onde h(z,y) tem grau > 3.

Figura 5.8: Nodes.

Seja a curva algébrica aproximada no ponto singular (—1.57, —1.57). Lembre-se que a singularidade
da curva algébrica é na origem (0, 0).

Derivando a fungdo f(z,y) em relacdo & varidvel z, tem-se
fo=—-124z+ g1 (z,y) (5.20)
e derivando a funcdo f(z,y) em relacdo a varidvel y, tem-se
fy = 1.6y + g2(z,y), (5.21)

onde ¢; (z,y) e g2(x,y) tem grau > 2.

Precisa-se analisar a matriz hessiana na origem (0,0).

Jay =05
Jyz =05
fyy = —1.6.

A matriz hessiana é :
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H:{ foa  foy }:{ -124 0 }
fya  fyy 0 1.6

Portanto, o posto da hessiana é 2, entdo a singularidade tem co-posto=0 e codimensdo=1. Sua
forma normal é, x? + y2, que é um node (ponto de bifurcagio).

Seja a curva algébrica aproximada no ponto singular (1.57, —1.57). Lembre-se que a singularidade
da curva algébrica é na origem (0, 0).

Derivando a fungdo f(z,y) em relagdo & varidvel z, tem-se
fe=—-124z+ hy(z,y) (5.22)
e derivando a funcdo f(z,y) em relacdo a varidvel y, tem-se
fy = 1.6y + ha(z,y), (5.23)

onde hi(z,y) e ha(x,y) tem grau > 2.

Precisa-se analisar a matriz hessiana na origem (0,0).

fee = —1.24;
fzy = 0;

fyz = 0;

fyy = —1.6.

A matriz hessiana é :

fye  Tfuy 0 1.6
Portanto, o posto da hessiana é 2, entao a singularidade tem co-posto=0 e codimensdo=1. Sua
forma normal é, 2> £ 32, que é um node (ponto de bifurcago).

Exemplo 18 A intersecdo de superficies F(u,v) = (u,v,0.2u* + 0.1v*) e G(p,q) = (p,q,0.3p*q — 0.1¢*> +
0.2¢%) tem duas singularidades que correspondem aos pontos (0,1) e (0,0) no dominio de parametros (Figura 5.9).
Ezpandindo em Taylor nos pontos (0,1) (0,0), obtém-se as sequintes curvas algébricas com singularidades

na origem (0,0)

Primeiro ponto singular (0,1)
f(z,y) = 0.5522 — 0.18y? + g(z,y) , onde g(z,y) tem grau > 3.
Segundo ponto singular (0,0)

f(z,y) = 0.22* + 0.1y* — 0.32%y + 0.1y% — 0.2y°.
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Figura 5.9: Tacnéide em (0,0) e node em (0, 1).

Seja a curva algébrica aproximada no ponto singular (0, 1). Lembre-se que a singularidade da curva
algébrica é na origem (0, 0).

Derivando a fungdo f(z,y) em relacdo & varidvel z, tem-se
fo =11z + hy(z,y) (5.24)
e derivando a funcdo f(z,y) em relacdo a varidvel y, tem-se
fy = —0.36y + ha(x,y), (5.25)
onde hy(z,Y) e ho(z,y) tem grau > 2.

Precisa-se analisar a matriz hessiana na origem (0,0).

fa:y =0;
fyz =0;
fyy = —0.36.

A matriz hessiana é :

fye  fuy 0 —-0.36
Portanto, o posto da hessiana é 2, entdo a singularidade tem co-posto=0 e codimensdo=1. Sua

forma normal é, 2> £ 32, que é um node (ponto de bifurcago).

Seja a curva algébrica aproximada no ponto singular (0,0). Lembre-se que a singularidade da curva
algébrica é na origem (0, 0).

Derivando a funcdo f(z,y) em relacdo a varidvel z, tem-se
fe = 0.8z — 0.62y (5.26)
e derivando a funcdo f(z,y) em relacdo a varidvel y, tem-se

fy = 0.4y — 0.32% + 0.2y + 0.6y°. (5.27)
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Precisa-se analisar a matriz hessiana em (0,0).

H = quqj fmy _ 2.4.’,1:2 — O.Gy —0.6.7; _ 0 0
T fue fuw S —0.6z 1.202402+12y /L 0 02 [’
Portanto a matriz hessiana tem co-posto=1. Entdo, tem-se uma singularidade do tipo A, isto é,

tem a forma normal y? + z*+1,

Agora deve-se calcular a codimensdo. O monoémio
53 (fy — 0.4y> + 0.32% — 0.6y?),

ou seja, o mondmio Y pode ser expresso como combinacdo das primeiras derivadas parciais e monomios de
grau maior que dois.
y € Jp+ M+ M CJp+ M

Portanto, deve-se tirar este monomio e seus miltiplos da base para um complemento de Jy + .M k1
Veja o quadro abaixo:

Agora deve-se verificar se o monomio z € Jy + M?. Tem-se que o mondmio = ¢ J; + M?, pois nao
pode ser escrito como uma combina¢do de af, + bf, mais ou menos mondmios de grau maior ou igual a 2.

O mondmio z? néo se encontra em J¢ + M?3, pois quando escreve-se z° = af, + bf, nio se consegue

eliminar o monémio de grau 1 (—%2%) da equacio
0.3 ¢
2 _fy 04" 02y (9,2
z 0.3 03 os —0-2y%

j4 que na equacio af, = 0.8azx® — 0.6axy nio vai aparecer nenhum monoémio de grau 1.

3

O monémio z3 se encontra em J; + M*, pois podemos escrever

z* = (=10 — 6y) f, — 30z f, — 12zy> — 0.48z%y

3

De acordo com o lema de Nakayama, podemos eliminar o mon6émio z° e seus multiplos da base
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Logo, a singularidade é do tipo As, isto é, sua forma normal é y?> — z*, que é tacnéide.

Exemplo 19 A intersecdo de superficies F(u,v) = (u,v, —u*—v*) e G(p,q) = (p,q, —¢*) tem uma singular-

idade em (0,0) (Figura 5.10). Ezpandindo em Taylor obtém-se a sequinte curva algébrica com singularidade
na origem 0,0)

flz,y) = —z* —y* + 47

Figura 5.10: Tacnéide.

Derivando a funcdo f(z,y) em relacdo a varidvel z, tem-se
fo = 4a° (5.28)
e derivando a funcdo f(z,y) em relacdo a varidvel y, tem-se

fy=4" -2 (5.29)
Precisa-se analisar a matriz hessiana em (0,0).

H—{f” fmb,}_{mgc2 0 }_{0 0}
o fee fuw S 0 12*-2f 10 -2 f°

Portando, a matriz hessiana tem co-posto=1. Entdo, tem-se uma singularidade do tipo Ay, isto é,
sua forma normal é y? + z*+1.

Agora deve-se calcular a codimensdo.
O monémio y € J; + M?, pois pode-se isolar o monémio y
1 3
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entao

yEJf+M3CJf+M2.

Logo, deve-se tirar este monomio e seus muiiltiplos da base para um complemento de Jy + ME+1
como ilustra o quadro abaixo

Agora deve-se verificar se 0 monomio z € Jy + M?2.

O monodmio = € Jr + M?, pois ndo pode ser escrito como uma combinagio de af, + bf, mais ou
menos monomios de grau maior ou igual a 2.

O monomio z? ¢ J; + M?3, pois ndo pode ser escrito como uma combinagio de af, + bf, mais ou
menos mondmios de grau maior ou igual a 3.

3

O monodmio z* se encontra em J; + M*, pois tem-se

Logo, a singularidade é do tipo As, isto é, sua forma normal é y?> — z*, que é do tipo tacnéide.

Exemplo 20 A intersecdo de superficies F(u,v) = (u,v,u* + v* — 4u® — 4uv? + 2u?v? — 40?) e G(p,q) =
(p,q,0) tem uma singularidade em (0,0) (Figura 5.11). Expandindo em Taylor obtém-se a sequinte curva
algébrica com singularidade em (0,0)

fz,y) = 2t + y* — 42® — day® + 22%y% — 4°.
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- an 8
i =i

CEi,

AKaE=

Figura 5.11: Cardidide.

Derivando a fungdo f(z,y) em relagdo a varidvel z, tem-se
fo =423 — 1227 — 4y* + 4ay?® (5.30)
e derivando a fungdo f(z,y) em relacdo & varidvel y, tem-se

fy = 4y® — 8xy + 42’y — 8y (5.31)

Precisa-se analisar a matriz hessiana em (0,0).

fyz fyy —8y + 8zy 12y2 —8x +42% — 8 0o -8 [’

A matrix hessiana tem co-posto=1. Entdo, tem-se uma singularidade do tipo A, isto é, tem a
forma normal y2 £ z*+1.

Agora deve-se calcular a codimensdo. O monomio y € Jr + M?, de fato
1 3 2
y = —g(fy — 4y° + 8zy — 4z°y).

Entao
Yy € Jf+M3+M2 CJf+M2.

Portanto, deve-se tirar este monomio e seus multiplos da base para um complemento de Jy + ME+L

Agora deve-se verificar se 0 monomio z € Jy + M?2.

84



Tem-se z ¢ J¢ + M?, pois ndo pode ser escrito como uma combinagao de af, + bf, mais ou menos
monomios de grau maior ou igual a 2.

O monémio z? se encontra em J; + M?3. De fato, pode-se escrever

12 = _%fz + ify + %1'3 + %zy2 — %y“ + %x2y2

Com isso, o quadro da base de complementos fica da forma

Logo, a singularidade é do tipo As, isto ¢, sua forma normal é y? + 23, que é do tipo ciispide simples.

Exemplo 21 A interse¢io de F(u,v) = (u,v,(1/6)u® — (5/4)u* + 2u® +v?) e G(p,q) = (p,q,0.917) tem
dois pontos de singularidade(Figura 5.12). Os pontos singulares na interse¢io das superficies ocorrem nos

pontos (u,v) = (—1,0) e (u,v) = (0,1) do dominio paramétrico de uma das superficies. Ezpandindo em

Taylor obtem-se para cada ponto singular, a sequinte curva algébrica com singularidade em (0,0)

f(z,y) = +5.9922 — 2y + azz* + as2®.

Figura 5.12: Nodes.

Derivando a funcdo f(z,y) em relacdo a varidvel z, tem-se

fe = 11.98z + 4azx® + 6ayz® (5.32)

Derivando a fun¢do f(z,y) em relacdo a varidvel y, tem-se

fy=—4y (5.33)
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Precisa-se analisar a matriz hessiana em (0,0).
- { foo  foy } B { 11.98 + 12a32% + 30asz? 0 } B { 1198 0 }
fye  fuy 0 —4 0o -4/’

O posto da hessiana é 2, entdo estas singularidades tem co-posto=0 e codimensdo=1. A sua forma
normal é 2 £ y2, logo sdo nodes (ponto de bifurcago).

Exemplo 22 A intersecdo de superficies F(u,v) = (u,v,u®—y?) e G(p,q) = (p,q,0) tem uma singularidade
em (u,v) = (p,q) = (0,0) (Figura 5.18). Expandindo em Taylor obtém-se a seguinte curva algébrica com
singularidade na origem (0,0)

flay) =2 =y

Figura 5.13: Ponto Cuspidal.

Derivando a fungdo f(z,y) em relacdo a varidvel z, tem-se
fo =327, (5.34)
Derivando a funcao f(z,y) em relacio a varidvel y, tem-se

£y =-2. (5.35)

Precisa-se analisar a matriz hessiana em (0, 0)

.fam: = b,
fa:y :0:
fyz :0;
fyy =2

A matriz hessiana é :
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H {fym fuy 0 -2 0 -2 J°

Portanto, a matriz hessiana tem co-posto=1. Logo tem-se uma singularidade do tipo Ay, isto é, sua
forma normal é y? £+ z**1.

Agora deve-se calcular a codimensdo. O monémio y € J; + M?, pois y = St f,. O mondmio
2? € Jp + M3, pois 2% = £ f,.

2

Deve-se tirar este monomio y e z° e seus miiltiplos da base para um complemento de Jy + MEFL,

Portanto, codimensdo de f é 2. Logo, a singularidade é do tipo As, isto é, sua forma normal é
y? £ 23 que é do tipo ctspide simples.

5.2.5 Paradigma de Coeficientes

Devido a incompletude da técnica das tangentes para as singularidades do tipo Ay e a
complexidade nos cilculos da comdimensao de uma curva algébrica plana. Busca-se construir um
algoritmo que facilite a classificacgio de uma curva algébrica plana. No livro [13] Golubitsky e
Schaefter apresentam a tabela dada na Figura 2.5 que classifica algumas curvas algébricas planas
f(x,y), porém a implementagao envolve computacao numérica. Entretanto, inspirado neste proce-
dimento, foi desenvolvido uma técnica de classificacao de singularidades por meios dos coeficientes
da curva algébrica plana f(z,y) = aoz? + a12y + aoy?® + azz® + ayx?y + aszy® + agy® + arz* +
agz®y + agry® + apzy® + any' +--- = 0.

Nesta secio apresenta-se uma contribuicio para classificacdo de singularidades do tipo Ay,
k < 3. Esta classificacao é feita pelos coeficientes da curva algébrica.

Proposicao 5.1 A curva algébrica associada a singularidade de uma curva interse¢do nao possui
o termo de primeira ordem.

Prova: Isso segue imediatamente do fato de

dF (u,v) - N = dG(p,q) - N = 0.

Proposicao 5.2 Seja a curva algébrica dada por f(z,y) = aox? + ar1wy + asy? + azz® + asx’y +
a5:1:y2+a6y3+a7$4+a8$3y+agm2y2+a10:1:y3+a11y4+- --. Se 4a0a2—a% = 0 entdo pode-se reescrevé-
la f(z,w) = dow? + d1 2% + da 2w + dzzw? + dyw? + ds2* + dg23w + d72%w? + dgzw? + dgw* + - -+,
onde [z y]' = Plz w]', com P a matriz que diagonaliza a matriz hessiana.

87



Seja f(z,y) = 0 dada por:

f(z,y) = apr® + arzy + asy® + a3z + asr’y + aszy® + agy® + arzt + agzdy + agr’y® +
arory® +anyt +- -

Pode-se escrevé-la

f(xay) - [(I; ?/]H [ZE ?/]t a3x3 a4$2y G5fﬁy2 a6y3 arx a8x3y G95E2y2 aley?)
4
ally + BEIN

onde

H=[9 7]

como a matriz hessiana é singular e tem posto = 1, entao tem-se que um dos dois autovalores é
zero, logo o teorema 2.4 garante que f(z,y) pode ser escrita por umas das seguintes formas

f(z,w) = bpz? 4 b1 2% 4 by 2w + b3 zw? 4 baw? + bs2* + bg 23w + by 22w? + bgzw® + bgw* + - - -,
ou
f(z,w) = dow? +dy 2% + do2?w+ d3zw? + dyw3 + ds 2* + de 2w+ d7 22 w? 4 dg zw3 +dgw* +- - -,

Temos que os autovalores \y = 0 e Ay = ag + as e os autovetores associados sdo ¥; =
(—al,2ap) e vecvy = (al,2a2). Escolhendo primeiro Ay = ag + a2 e A\ = 0 esta ordem temos que a

matriz que diagonaliza a matriz hessiana é

pP= [ ay —a1
N 2a2 2&0

t

Como [z y]' = Pz w]', = a1(z — w) e y = 2(azz + apw), tem-se

f(z,w) = bpz? +b323 + byz?w + by zw? + bgw? + by 2t + bg 23w + bg 22w? + bygzw?® +byyw +- - -,
onde

bo = apa? + 2a%ay + 4a3,
by = a3 2a20? 4a3 8a3
3 = aja3 + 2a2aia4 + 4aza1a5 + 84506,
by = —3ai’a3 — 4a2a%a4 + 2a%a0a4 — 4a§a1a5 + 8agaiasas + 24a0a§a6,

bs = Bai’ag + 2a2a%a4 - 4a%a0a4 — 8agaiasas — 4a1a%a5 + 24a2a%a6,
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b = —a{’ag + 2a%a0a4 - 4a1a%a5 + 8a%a6,
by = a‘lla7 + 2a2ai’a8 + 4a§a%ag + 8a§a1a10 + 16a%a11,
bs = —4ajar—6aza’ag+2a3agas—8alatag+8apaZazag—8a’ +24a2 +64a3
s — a|ar a2a1ag a1aoasg a5a7a9 apaia2a9 aoa10410 a5a1a0a10 asa0ai1,

bg == Ga%m—6a?a0a8—l—6a2ai’a8—l—4a%a%ag—16a0a%a2a9+4a%a%ag+24a%a1a2alg—24a0a1a%a10+
96a2a2a
0%2¢11,

bip = —4a%a7—2a2a?ag +6a?aga8+8aga%a2a9 —8@%@%@9—24@2&1@%@10 +8a%a1a10 +64a8a2a11,

by = a‘lla7 — 2a?a0ag + 4@%@%@9 — 8a1aga10 + 16a%a11.
Fazendo z = z e w = y, tem-se
f(z,y) = box? + b3z + byx?y + bszy® + bey> + brzt + bgx3y + box®y? + biozy® + byt +-- -,

A derivada direcional d? fzzz = bg

Proposicao 5.3 Seja a curva algébrica dada por f(z,y) = aox? + a1zy + asy? + azz® + asx’y +
aszy® + agy® +arzt 4+ agzPy + agz’y? +arory +anyt+- . Sea? —4agaz # 0 entdo a singularidade
é do tipo Ay.

Prova: Se a? — 4apas # 0 tem-se que a matriz hessiana é nio singular, entio pela proposigio 2.4
da secdo 2.4 a singularidade é do tipo Aj;.

Proposicao 5.4 Seja a curva algébrica dada por f(z,y) = aox? + a1wy + asy? + azz® + asx’y +
a5my2 + a6y3 + a7x4 + a8m3y + a9x2y2 + ammy3 + a11y4 +---. Se a% —4dagas =0eag#0 eay =0
e ag # 0 entdo a singularidade € do tipo As.

Por hipétese tem-se ag # 0, az = 0 e a? — 4agaz = 0, entio
f(z,y) = apr? + a3 + agz’y + aszy® + agy® + arzt + ag w3y + agr?y? + arory® +ayyt +- - -,
logo, tem-se que suas derivadas parciais sao

fo = 2a0z + 3azx? + 2a4zy + asy® + darz3 + 3agz’y + 2a9zy? + aioy + - -
fy= asx® + 2a5zy + 3agy® + agz® + 2a92°y + 3aigry? + day® + - - -

Jr+Mo
Jf-l-M%

Deve-se calcular cod; f =
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Deve-se verificar quais os mondmios de ordem 1 pertencem a Jr + M?, isto é z € Jr + M? e
yeJr+ M?2.

T = ﬁfx — 3a3z? — 2a41y — a5y2 — dayz3 — 3ag$2y — 2a9:1:y2 — a10y3 — -

entao r € Jy + M2,

Tem-se que o monodmio y nao pode ser excluido, pois y nao pertence a Jy + M 2,

- _ JptM>
Deve-se calcular cods f T M3

Deve-se verificar quais os monomios de ordem 2 pertencem a .Jy + M? isto é 22 € J 7+ M3 e
y* € Jr+ M3 eys e Jp+ M3

Como z € Jy + M?2, entdo os seus miiltiplos 22 e zy € Jp + M3,
Se ag # 0, tem-se que o mondmio y? pode ser excluido, pois y> = ﬁfy — 6,;10—4%!L“fx —

as 2apa8—3aza4 .3 2apa9—azas .2 .
3apags yfm + 6apag z° + 3apas Yy +

logo, y* € Jy + M3

Se ag # 0 e ag # 0 tem-se que a codimensao de f(z,y) = 0 é 2, logo a singularidade é do
tipO AQ.

Proposicdo 5.5 Seja a curva algébrica dada por f(z,y) = apz® + arzy + agy? + azx® + asxy +
aszy® + agy® + a7zt + agxdy + agx®y® + aozy® + apyt + -+ . Se a% —4agas =0eag#0eay=0
eag=0¢e a% # dagayy entao a singularidade € do tipo As.
Se ag = 0, tem-se a curva algébrica

f(z,y) = apz® + azz® + agz’y + aszy® + arzt + agzdy + agr?y? + arozy® + apyt + -

suas derivadas parciais sao
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fz = 2apx + 3aszr? + 2a41y + a5y2 + darz® + 3a8$2y + 2a9:1:y2 + a10y3 + ..
fy= asz? + 2a5xy + aszd + 2a9:1:2y + 3a10$y2 + 4a11y3 + -

Jr+Mas
Jf-l-M%

Deve-se calcular cod; f =

Deve-se verificar quais os monomios de ordem 1 pertencem a Jy + M? isto é x € J r+ M? e
yeJr+ M2

1

= %fw — 3a3z? — 2a4Ty — a5y2 — dayz3 — 3ag$2y — 2a9:1:y2 — a10y3 — .

T

entdo = € Jy + M2

Tem-se que o mondmio y nao pode ser excluido, pois y nao pertence a Jy + M 2,

Jf«kM%
Jf-l-Mg

Deve-se calcular cody f =

Deve-se verificar quais os monoémios de ordem 2 que nao foram excluidos ainda pertencem a J f—i—./\/l3,
isto é y? € Jy + M3.

Como z € Jy + M?, entdo os seus miultiplos z° e zy € Jr + M3, isto é, eles ja foram
excluidos.

Tem-se que o mondmio y2 nao pode ser excluido, pois

2 __1¢ _ 200, _303,2_ 203,  4ar.3 _ |
Yy —a5fx as © as © as TY a5 ©

aparece o termo %x que s6 pode ser cancelado por usar f, novamente, isto desapareceria com a
equacao acima.

entdo, y? nio pertence a J; + M3
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Jf«kM%
Jf-i-./\/l%

Deve-se calcular codsf =

Deve-se verificar quais os monomios de ordem 3, que nao foram exlcuidos, pertencem a Jy + M4,
isto ¢ y* € Jy + M.

2
Y 3 __ _1 a4 a a 3
Se a1 # 0, entdo y° = o —fy — gooa—Tfr — oY fy + ooV — 9(2,9)

2
3 _ a4 .2 2a3 as .3 3 __aa __ _as as 3 _
Yy = 4a11$ + 4a11 $y+ 4a11$ t . +y + . 8agall $f;1: 4apai yfy + 4a0a11y g(x’y)

2
y' = (1 - )y’ — g(z,y)

onde, g(z,y) soma de termos de grau maior igual a 4. Entao, supondo que a? # 4apa;; tem-se
2
Yt e JpH Myt = e (1 - )y — et g(w,y) =y — h(w,y), onde h(z,y) é soma

4a0a11—a§ 4dapair dapail —a
de termos maior igual a 4.

Se a;; =0 e a5 # 0, tem-se a2 # 4agai;. Tem-se que

y? = e fe— %fy + Z_§$fm + k1zy fo + k2’ fa,

y' = ay + oty + Thay’ + o0 + o = TSy + Bafe + kayfa + kay’ fo,
3 =93 + g(x,y), com g(z,y) soma de termos maior igual a 4.

entdo, y* € Jp + M2

Logo codimensao=3 e a singularidade é do tipo As.

Proposicao 5.6 Seja a curva algébrica dada por f(z,y) = aox? + a1zy + asy? + azz® + asx’y +
aszy® + agy® + arzt + agxdy + agr’y?® + aozy® +any* + -+, Se a% —apgaz =0eag#0eay =0
eag=0c¢e a% = 4agai1 entao a singularidade € do tipo Ay, com k > 4.

Se ag —4apay; = 0 tem-se que

1 aq as a?
K y 21 — g(z,y)

T dapn 8a0a11xfx - 4a0a11yfy * daparr

3 a% 3
—(1— —
y” = ( Tagon )y —g(z,y)
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com ¢(z,y) soma de termos com grau maior igual a 4

v = (-1t
que anularia o 3.
Se a19 # 0, pode-se ter
1
= —fot
aio
2a 3a
aio aio

nao seria possivel cancelar o termo %‘;m, pois tem-se que usar novamente —ﬁ fz, 0 que anularia
3

Y.

Portanto y* & Jy + M?*. Logo, a codimensio é > 4 e a singularidade é do tipo Aj com
k> 4.

Proposicdo 5.7 Seja a curva algébrica dada por f(z,y) = apz® + arzy + agy? + azx® + asxy +
a5my2 + a6y3 + a7x4 + a8x3y + a9m2y2 + aloxy?’ + a11y4 +---. Se a% —agae=0eag=0¢eax #0
e az # 0 entdo a singularidade € do tipo As.

A prova é andloga a Proposicio 5.4.
Proposicao 5.8 Seja a curva algébrica dada por f(z,y) = aox? + a1wy + asy? + azz® + asx’y +
aszy® + agy® + arzt + agxPy + agx’y® + arozy® + anyt +---. Se a% —agaz =0eag=0eay #0
eaz=0c¢e ai # dasar entdo a singularidade € do tipo As.

A prova é andloga a Proposicao 5.5.
Proposicdo 5.9 Seja a curva algébrica dada por f(z,y) = apz® + ayzy + agy? + azx® + asxy +
a5my2 + a6y3 + a7zt + a8x3y + a9m2y2 + aloxy?’ + a11y4 +---. Se a% —agae=0eag=0eax #0
eaz=0ce ai = 4daqa7 entdo a singularidade € do tipo Ay, com k > 4.

A prova é andloga a Proposicio 5.6.
Proposicdo 5.10 Seja a curva algébrica dada por f(z,y) = apz?® + a1zy + asy? + azz® + asz’y +

aszy® + agy® + arzt + agxPy + agx’y® + arozy® + anyt +---. Se a% —agaz =0eag#0eay #0
e bg # 0 entdo a singularidade € do tipo As.
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Prova: Segue da Proposicio 5.2 que a curva algébrica f(z,y) = agz® + ayzy + ay? + azz® +
a4$2y—l—a5$y2 —l—a6y3 +a7$4 +ag$3y+a9$2y2 +a10$y3 +a11y4 +- -+ pode ser reescrita por f(z,y) =
box? + b3x® + byx®y + bszy? + bey® + brat + bgaPy + box?y? + bozy® + byt + - -, se agas — a% =0.
Como b? —boby =0 e by # 0 e by = 0 e bg # 0 tem-se da Proposigio 5.4 que a singularidade é do
tipO AQ.

Proposicdo 5.11 Seja a curva algébrica dada por f(z,y) = apz? + a1zy + asy? + azz® + asz’y +
aszy® + agy® + arzt + agxdy + agx’y® + arozy® + anyt +---. Se a% —apgaz =0eag#0eay #0
ebg=0c¢e bg # 4bgb11 entdo a singularidade € do tipo As.

Prova: Segue da Proposiciao 5.2 que a curva algébrica f(z,y) = agz? + a12y + azy? + azz® +
a4$2y—l—a5$y2 —l—a6y3 +a7$4 +ag$3y+a9$2y2 +a10$y3 +a11y4 +- -+ pode ser reescrita por f(z,y) =
box? + b3x® + byx®y + bszy® + bgy® + brzt + bgz>y + box®y? + broxy® + byt + -+ -, se agas — T =0.
Como b% —4bgby = 0e by #0eby =0ebsg=0c¢e bg # 4byby1 tem-se da Proposicao 5.5 que a
singularidade é do tipo As.

Proposicao 5.12 Seja a curva algébrica dada por f(z,y) = aox? + a1zy + azy? + a3z + ayxy +
aszy® + agy® + arzt + agxdy + agx’y® + aozy® + anyt +---. Se a% —apgaz =0eag#0eay #0
ebg=0c¢e bg = 4bgb11 entdo a singularidade € do tipo Ay, com k > 4.

Prova: Segue da Proposiciao 5.2 que a curva algébrica f(z,y) = agz? + a12y + azy? + azz® +
a4x2y+a5xy2 +a6y3 +a7x4 +a8x3y+a9x2y2 +a10xy3 +a11y4 + -+ pode ser reescrita por f(z,y) =
boz? 4 bsz® + byz®y + bszy® + bey?® + brz* + bszy + boz?y? + biozy® + by +- -, se apaz — Y =
Como b% —4bgby = 0eby #0eby =0ebg=0c¢e bg = 4byb11 tem-se da Proposicao 5.6 que a
singularidade é do tipo A, com k > 4.
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Algoritmo 1 Seja a curva algébrica dada por f(z,y) = aox® + aizy + asy® + azx® + asz’y +
asry? + agy’ + arzt + agrdy + agx®y® + ajozy® + any* + -, e sua forma diagonalizada f(x,y) =
box? + bzx® + byx’y + bsxy?® + bgy> + bzt + bgzdy + boz?y? + biozy® + briy* + - -, quando tem-se
4agas — a1 = 0. Entao

Se a? — agas # 0 entdo A;
caso contrario se (ap # 0 e a; = 0) entao
se (ag # 0) entao As
caso contririo se (a? # 4apai;) entdo Aj
caso contrario A, com k > 4
caso contrdrio se (az #0 e ap = 0) entao
se (a3 #0) entdo Ao
caso contririo se (a3 # 4azar) entdo Az
caso contrario A, com k > 4
caso contrdrio se (az # 0 e ap # 0) entao
se (bg # 0) entao A,
caso contririo se (b2 # 4bybi1) entdo A

caso contrario A, com k > 4

Para mostrar a simplicidade da aplicacao da técnica de coeficientes em relagao a técnica
por codimensao, reclassificamos as singularidades apresentadas nos Exemplos| 15, -, 22].

Exemplo 23 A intersecio de superficies F(u,v) = (u,v, —u* —v*) e G(p,q) = (p,q, —¢*) tem uma

singularidade em (0,0) (Figura 5.10). Ezpandindo em Taylor obtém-se a sequinte curva algébrica
com singularidade na origem 0,0)

flz,y)=—2' —y* + 42

Foi visto no Exemplo 19 a classificacao da curva algébrica calculando a codimensao. Agora
vamos classificar a curva algébrica usando a técnica dos coeficientes.

Como f(z,y) = asy? + azz* + ay1y* seus coeficientes sdo ag = 0, a1 =0, az = 1, a7 = —1
e aj; = —1. O determinante da hessiana é det(H) = a? — agaz = 0. Como a? — apaz = 0, az # 0,
az = 0 e a? # 4apaz, entdo a singularidade é do tipo A3 (tacnéide) (Figura 5.10).
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Exemplo 24 A intersecdo de F(u,v) = (u,v,(1/6)u’ — (5/4)u* +2u?+v2) e G(p, q) = (p, q,0.917)
tem dois pontos de singularidade. Os pontos singulares na interse¢do das superficies ocorrem nos
pontos (u,v) = (—1,0) e (u,v) = (0,1) do dominio paramétrico de uma das superficies. Ezpandindo
em Taylor obtem-se para cada ponto singular, a sequinte curva algébrica com singularidade em (0, 0)

f(z,y) = +5.992” — 2y° + azz” + aqa®.

Foi visto no Exemplo 21 a classificacdo da curva algébrica calculando a codimensio. Agora
vamos classificar a curva algébrica usando a técnica dos coeficientes.

Como f(z,y) = agx?®+agy®+arz* +a132% seus coeficientes sio ag = 5.99, a; = 0 e ay = —2,
logo a determinante da hessiana é det(H) = a? — agas = —11.98 (Se a? — apaz # 0 entdo A) a
singularidade é do tipo A; node (ponto de bifurcagao) (Figura 5.12).

Exemplo 25 A interse¢do de superficies F(u,v) = (u,v,u® —y?) e G(p,q) = (p,q,0) tem uma
singularidade em (u,v) = (p,q) = (0,0) (Figura 5.13). Expandindo em Taylor obtém-se a sequinte
curva algébrica com singularidade na origem (0,0)

flaz,y) =2 —y°.

Foi visto no Exemplo 22 a classificacdo da curva algébrica calculando a codimensio. Agora
vamos classificar a curva algébrica usando a técnica dos coeficientes.

3

Como f(z,y) = asy® + azz3, seus coeficientes sdo ag = 0, a; = 0, ap = —1, logo o

determinante da hessiana é det(H) = a? — agaz = 0. Se (a? —agaz =0), a3 =-1#0ea3 =1#0
temos que a singularidade é do tipo As (cuspide simples) (Figura 5.13).

Exemplo 26 A interse¢iao de superficies F(u,v) = (1.2cos(u)sen(v),1.6sin(u)sen(v),2cos(v)) e
G(p,q) = (0.9cos(p)sen(q),1.6sen(p)sen(q),2.5cos(q)) tem singularidads que correspondem aos
pontos (—1.57,—-1.57) e (1.57,—1.57) no dominio de parametros (Figura 5.8). Ezpandindo em
Taylor nos pontos (—1.57,—1.57) (1.57, —1.57), obtém-se as sequintes curvas algébricas com singu-
laridades na origem (0,0)

Primeiro ponto singular (—1.57, —1.57)

f(z,y) = —1.242% 4+ 1.6y + g(,y) , onde g(z,y) tem grau > 3.

Segundo ponto singular (1.57, —1.57)

f(z,y) = —1.2422 4+ 1.6y* + h(z,y), onde h(z,y) tem grau > 3.

Foi visto no Exemplo 17 a classificacao da curva algébrica calculando a codimensao. Agora

vamos classificar a curva algébrica usando a técnica dos coeficientes.
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Para o primeiro ponto singular (u,v) = (—1.57, —1.57)

Como f(z,y) = aor? + asy? + g(z,y) seus coeficientes sio ag = —1.24, ap = 1.6. O
determinante da hessiana é det(H) = a? — agaz = 1.984. Como det(H) = a? — apas # 0. Entio a
singularidade é do A; (Node) (Figura 5.8).

Para o segundo ponto singular (u,v) = (1.57, —1.57)

Como f(z,y) = agz? + ay? + g(x,y) seus coeficientes sio ag = —1.24, aa = 1.6. O
determinante da hessiana é det(H) = a? — agaz = 1.984. Como det(H) = a2 — apaz # 0. Entdo a
singularidade é do A; (Node) (Figura 5.8).

Exemplo 27 A intersecdo de superficies F(u,v) = (u,v,0.2u* +0.1v*) e G(p,q) = (p,q,0.3p*q —
0.1¢% + 0.2¢%) tem duas singularidades que correspondem aos pontos (0,1) e (0,0) no dominio de
parametros (Figura 5.9). Ezpandindo em Taylor nos pontos (0,1) (0,0), obtém-se as sequintes
curvas algébricas com singularidades na origem (0,0)

Primeiro ponto singular (0,1)

f(z,y) = 0.552% — 0.18y2 + g(=,y) , onde g(x,y) tem grau > 3.
Segundo ponto singular (0,0)

fz,y) = 0.22* + 0.1y* — 0.32%y + 0.1y> — 0.2°.

Foi visto no Exemplo 18 a classificacao da curva algébrica calculando a codimensao. Agora
vamos classificar a curva algébrica usando a técnica dos coeficientes.

Para o primeiro ponto singular (u,v) = (0,1)

Como f(z,y) = apz? + a2y?® + g(z,y) seus coeficientes sao ag = 0.55, az = 0.1. O deter-
minante da hessiana é det(H) = a? — agaz = 0.055. Como det(H) = a? — agaz # 0. Entdo a
singularidade é do A; (Node) (Figura 5.9).

Para o segundo ponto singular (u,v) = (0,0)

Como f(z,y) = asy® +asz’y+aey® +arz* +a11y* seus coeficientes sio as = 0.1, ay = —0.3,
ag = —0.2, a; = 0.2 e a;; = 0.1. O derterminante da hessiana é det(H) = a? — agaz = 0. Como
a? —agag = 0, ay # 0, ag = 0, a3 = 0 e (a? # 4apaz), entdo a singularidade é do A3 (tacnéide)
(Figura 5.9).

Exemplo 28 A intersecio de superficies F(u,v) = (u,v,u* + vt — 4u® — duv? + 2u0? — 40?) e
G(p,q) = (p,q,0) tem uma singularidade em (0,0) (Figura 5.11). Ezpandindo em Taylor obtém-se

a sequinte curva algébrica com singularidade em (0,0)

97



flmy) =" +y* — 40® — doy® + 22°y° — 49°.

Foi visto no Exemplo 20 a classificagao da curva algébrica calculando a codimensao. Agora
vamos classificar a curva algébrica usando a técnica dos coeficientes.

Como f(z,y) = asy® + a3z® + aszy® + arz* + agx®y? + a11y*, seus coeficientes sio ag = 0,
a; = 0, ag = —4. O determinante da hessiana é det(H) = a? — apaz = 0. Como a? — agaz = 0,
az # 0, ag =0, ag # 0, entdo a singularidade é do tipo As (cuspide simples) (Figura 5.11).

Exemplo 29 A intersecio de superficies F(u,v) = (u,v,u* +u?v? — 2u?v — uv® +v?) e G(p,q) =
(p,q,0) contém um ponto singular em (u,v) = (p,q) = (0,0) (Figura 5.6). Ezpandindo em Taylor
obtém-se a sequinte curva algébrica com singularidade na origem (0,0)

flzyy) = y* — 222y — zy? + 2t + 2292

Foi visto no Exemplo 15 a classificacao da curva algébrica calculando a codimensao. Agora
vamos classificar a curva algébrica usando a técnica dos coeficientes.

Como f(x,y) = aoy® + asr’y + aszy® + arx* 4+ agz®y?, seus coeficientes sao ag = 0,a; = 0 e
as = 1. O determinante da hessiana é det(H) = a% —apaz = 0. Como a% —apas =0,a0 =1, ag =0,
az = 0 e a3 = 4agar, entido a singularidade é tipo Ay com k > 4 (Figura 5.6). Logo a codimensio
¢ maior igual a 4.

Exemplo 30 A interse¢ao de superficies F(u,v) = (u,v, % +ud + “742 + # + uwv? +0t) e
G(p,q) = (p,q,0) tem uma singularidade em (u,v) = (p,q) = (0,0) (Figura 5.7). Ezpandindo em
Taylor obtém-se a sequinte curva algébrica com singularidade na origem (0,0)

2 4 2,2
x 3z Tx
f(m,y)zz+x3+$y2+7+ 2y +yt

Foi visto no Exemplo 16 a classificacao da curva algébrica calculando a codimensao. Agora
vamos classificar a curva algébrica usando a técnica dos coeficientes.

Como f(z,y) = apx? + azz® + aszy® + arz* + agx®y® + a11y?, seus coeficientes sio ag = %,
a; =0 e az = 0. O determinante da hessiana é det(H) = a? — apas = 0. Como a3 —agaz = 0, ag # 0
eaz =0, ag =0 e a2 = 4apayy, entdo a singularidade é do tipo Ay com k > 4 (Figura 5.7). Logo a
codimensao é maior igual a quatro.
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5.3 Comentarios

O desejavel na técnica de caminhada é que seja possivel tracar maximamente uma curva de
intersecao a partir de um ponto inicial, isto é, obter o tracado completo e topologicamente correto.
Em algumas curvas de intersecao pode-se ter pontos singulares que ndo permitam a continuidade da
caminhada (pontos cuspidais) e pontos singulares que mesmo havendo continuidade na caminhada
pode levar a um tragado da curva topologicamente erréoneo (pontos oscnoidais). Portanto necessita-
se fazer um estudo local do comportamente destas singularidades para que se possa tragar uma
curva topologicamente correta.

Da teoria de singularidade pode-se extrair diversas técnicas para classificar localmente um
ponto singular: técnica da tangente, técnica da codimensao e técnica dos coeficentes.

A técnica da tangente é computacionalmente ficil de ser implementada, porém nao se
consegue distinguir o comportamento de pontos singulares do tipo Ay (cuspidais, tacnoidais e
osnoidais) devido a existéncia de uma tnica tangente.

A técnica da codimensao consegue classificar singularidades do tipo Ay e outras singular-
idades previamente classificadas (D, com k > 1 e Ej, com k € {6,7,8}). Porém é dificil imple-
mentar esta técnica devido a complexidade dos calculos da codimensao para cada curva algébrica.

A técnica dos coeficientes é computacionalmente facil de ser implementada e também muito
mais simples do que a técnica da codimensdo. Pode-se verificar esta afimacao comparando os Ex-
emplos| 15,- - -, 22] (técnica da codimensao) com os Exemplos| 23,- - -, 30] (técnica dos coeficientes).
Entretando algoritmicamente ainda limita-se a classificar singularidades do tipo Ak, com k£ < 3.
Embora muito limitada na quantidade de tipos de singularidades é uma proposta muito animadora
devido sua facil implementacao. Pretende-se estabelecer condigoes algoritmicas para singularidades
Ag, com k > 4 e outras singularidades previamente classificadas em teorias de singularidades.
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Capitulo 6

Critério de Parada em Curvas Fechadas

O método de caminhada, como ja foi mencionado no Capitulo 3, comega por achar um ponto
na curva intersegao, e prossegue caminhando ao longo da curva. Por causa da complexidade inerente
de curvas algébricas de ordem superior que podem ser geradas pela interse¢ao de duas superficies
regulares, caminhar ao longo desta curva é um problema dificil. Tais curvas podem ter pontos
singulares onde os vetores normais de ambas superficies sdo paralelos e solugoes numéricas podem
falhar. Além disso, quando uma curva fechada é tracada, nao ha suficientes condicoes conhecidas
como critério de parada para o método da caminhada. Na tese de doutorado [9], Andrade propos a
seguinte solucao para este problema: para evitar o problema de “infinitas iteracdes” quando se esta
caminhando ao longo de curvas fechadas, fixou-se o ntimero maximo de pontos para caminhada,
isto é, para cada ponto inicial ele poderd no maximo caminhar um nimero j4 fixado.

Porém, fixar uma quantidade de pontos pode gerar o problema de nao completar a cami-
nhada ou a sobreposicao de pontos ji percorridos. A Figura 6.1 é um exemplo de que quantidade
de pontos fixados pode ser pouca para que se complete uma curva totalmente.

Figura 6.1: Curva de intersecao fechada.
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Todos os testes baseados no critério de vetores normais podem rapidamente alcancar a
condicdo de ndo existéncia de curva fechada para a intersecao de superficies. Mas, se duas superficies
intersecionam em lacos fechados, as superficies sao divididas e novos testes serao realizados nos
retalhos (subpatches) para detectar a nao existéncia de lagos fechados. Quando duas superficies
intersecionam em lacos fechados muito pequenos, ou em casos extremos, quando duas superficies
intersecionam em pontos isolados (singularidades), estes critérios apresentam problemas parecidos
com os do algoritmo da subdivisao.

A deteccao baseada no critério da distancia, envolve um trabalho computacional laborioso
e sua robustez depende da qualidade dos chutes iniciais para encontrar os pontos criticos.

Devido as dificuldades apresentadas acima e também devido a novas direcoes de caminhada
de terceira ordem apresentadas no Capitulo 4, optou-se em perseguir um critério que fornecesse
uma condi¢ao suficiente para caminhar ao longo de uma curva fechada e parar quando esta fosse
percorrida totalmente. Este critério é baseado na estimativa do indice de rotagao da curva de
intersecao olhada no dominio paramétrico, quando a curva é fechadao indice de rotacao éum inteiro.
Os resultados aqui apresentados sao parte integrante dos artigos [33, 34]

Teoricamente, uma curva fechada de classe C* é a imagem de uma parametrizacio o: [a,b] —
R?, com derivadas continuas de ordem k, tal que a/(t) # OVt e a(t) e todas suas derivadas con-
cordem em a e b; isto é, quando a(a) = a(b), «o/(a) = a/(b), all(a) = al(b),---. Esta dltima
condicio é equivalente dizer que o é uma funcio periédica C* restrita a um periodo. Neste tra-
balho, assume-se que « é pelo menos C2. Entdo a primeira idéia que surge naturalmente é testar
as condicoes geométricas locais da curva no dominio paramétrico:

e distancia entre o ponto corrente e o ponto inicial é menor que ¢;

A magnitude de e depende do tamanho do passo. A Figura 6.2 descreve a situacao onde
devido ao valor do € escolhido pode-se passar pelo ponto incial sem detecta-lo.

d(p07pn) > €
Figura 6.2: Condicoes de proximidade.
Para solucionar este problema, pode-se pensar em aumentar a magnitude do e escolhido;

porém, a condigao d(pg,p;) < € poderd ser satisfeita sem que p; seja o idltimo ponto
(Figura 6.3).

e 0 angulo entre os vetores tangentes no ponto inicial e final é menor que 9.

Para resolver o problema que foi mencionado no item anterior achou-se que usando as
condicoes de primeira ordem, vetor tangente, pode-se resolver este problema. Esta condicao
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Figura 6.3: Condicoes de proximidade.

é medida por fixar um angulo inicial ¢y (angulo entre #y e ;) e ao caminhar na curva deve-se
ir medindo o valor do adngulo entre os vetores: tangente no ponto inicial £y e o vetor pgpi,
que foi denotado ¢;. Na Figura 6.4 tem-se que a condicao d(p,,p;) < € é satisfeita, mas a
condicao | ¢pg — ¢; |< 0 nao.

Figura 6.4: Condicao de primeira ordem.

Porém, pode-se ter situagoes onde sao satisfeitas as condigoes de d(pg, p;) < ee | po—¢; |< 0,
entretanto nao é o “ultimo” ponto da curva. Esta situacao estd ilustrada na Figura 6.5.

Figura 6.5: Condigoes de proximidade e primeira ordem.

Na préatica, estas condigoes sdo muito sensiveis a erros na aritmética de ponto flutuante.
Chegou-se a pensar em incluir mais duas condicoes diferenciais: verificar curvatura e torcio no
ponto corrente e no ponto inicial. Infelizmente, todas sdo sensiveis ao valor de erro escolhido. Sé
com passos suficientemente pequenos pode-se assegurar que tais condigoes podem ser satisfeitas.

Para contornar este problema de sensibilidade e aumentar a robustez na decisao da parada,
foi proposto adicionar uma condigdo topolégica (propriedade geométrica global) - - comparar a
somatoria da variacao do angulo dos vetores tangente dos pontos tracados com o indice de rotacao
da curva a qual eles pertencem. Para isso, precisa-se estimar o indice de rotacao da curva que nao é
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conhecida. Como estimar este indice? Foi proposto utilizar as informacgoes topolégicas, isto é,
pontos de bifurcacdo, quantidade de lagos e suas orientacoes, para pre-determinar o provavel indice
da curva. Este indice serd em funcio de I(m), com m € N, onde m é o niimero algébrico de lagos
(contamos +1 ou -1 conforme o laco esteja orientado no sentido anti-hordrio ou horario).

A idéia bésica é simples: Deve-se estimar o indice de rotacao I antes de terminar a cam-
inhada da curva e comparar com a somatoéria dos dngulos ; entre o vetores tangentes de pontos
sucessivos. Se a condicao | 2I7 — 6, |< n com a magnitude de 7 for satisfeita, entao diminui-se o
tamanho do passo localmente enquanto a condicao | 217 — 6, |< n. Quando as condigoes de pro-
ximidade, de primeira ordem e de indice forem satisfeitas, assume-se que percorremos totalmente
a curva. Para nao diminuir o passo quando estd longe do ponto final, coloca-se a condicao de
distancia d(po,p;) < 0.1.

Se (| 2Im — 0 |<n e d(ps,pi) <0.1) entdo L= %.%
Se (d(po,pi) <e€e|¢o—¢i|<d) entao ponto final
Caso contrario continua a caminhada
senao Ly = 100 * L e continua a caminhada

No teste | 2I7 — 0; |< 71, pode-se escolher um valor razoavelmente grande para o errro 7,
pois se o indice nao for o correto, a diferenca | 2I7 — 6; | é grande. Indices adjacentes (I =aou
I =a+1) tornam a diferenga | 217 — 6, | préximo ao valor de 27. Os valores a serem comparados
nao sao tao sensiveis como acontece com as condigoes geométricas diferenciais locais usando valores
de € e ) pequenos.

Na Secao 6.1 apresenta-se um algoritmo que estima o indice de rotacdo de uma curva
fechada. Uma prova para validar este algoritmo é dada na secao 6.2. A aplicacio deste algoritmo
no controle do tracado de curva intersecao é descrita na secao 6.4. Finalmente, algumas observacoes
sao feitas na Secao 6.5.

6.1 Indice em Funcao de Pontos de Auto-intersecao

Serao introduzidas algumas defini¢oes antes de apresentar a férmula que relaciona os pontos

singulares com o indice de rotacao.

Como serd visto na Proposicdo 6.1 pares de pontos tangenciais podem ser ignorados no
calculo do indice de rotagao, pois uma pequena deformacao pode descolar um pequeno arco con-
tendo um dos pontos do par tangencial da parte restante da curva. A nova curva, agora sem o par
tangencial tem o mesmo indice de rotagao da curva original. Neste processo reduz-se a multipli-
cidade do ponto de auto-intersecao em consideracao, sem afetar o indice de rotagao. Isto motivou
a introduzir a seguintes defini¢oes par de bifurca¢do, par tangencial, multiplicidade liquida e lago

parametrizado.

Defini¢do 16 Seja a: [a,b] — R? uma curva regular fechada dada por a(t) = (z(t),y(t)) e seja
P = c(t1) um auto-intersecao. Se eziste ty # t1 € [a,b], tal que a(ty) = a(t2) = P e o sinal do
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produto vetorial &u(t; —e) X &(ta —0) e &(t;+¢€) X &(ta+0) é 0 mesmo para um € e § suficientemente
pequenos e positivos. Entao, diz-se que P é um ponto de bifurcacao relativo para {t2,t1} e chama-
se {ta,t1} um par bifurcacdo. Caso contrdrio, P é denominado um ponto tangencial relativo para

{t2,t1} e chama-se {t2,t1} um par tangencial.

Observa-se que um ponto transversal duplo (um ponto onde as tangentes nao sio coinci-
dentes) é um ponto de bifurcacao (Figura 6.6.(a)). Mas, se hd somente uma tangente em um ponto
duplo, pode ser ou um ponto de bifurcacao (Figura 6.6.(b)) ou um ponto tangencial (Figura 6.6.(c)).

RN

@ ®) ©

Figura 6.6: Pontos transversais e nao transversais.

Observe que as curvas do tipo formato de oito e tipo C), contém pontos de bifurcacao.

A curva em formato de oito tem um ponto de bifurcacdo que separa “lagos” com orientagoes
opostas (Figura 6.7.a), enquanto na curva C,,, ele conecta “lagos” com a mesma orientagao. A
Figura 6.7.b ilustra uma curva C separando dois lagos com mesma orientacao.

) formato de oito ) Curva C

Figura 6.7: Lacos orientados.

Definigdo 17 Seja P um ponto miiltiplo e o *(P) = { t1, -+, tj, -+, tx}. tj é chamada um
gerador de bifurcacao se existe t; tal que P € um ponto de bifurcacao para {t;,t;}. A multiplicidade
liquida de um ponto P na curva é um nimero de pontos em a~'(P) que sdo geradores de bifurcagdio.

Definicao 18 Seja A = [to,t1) U [ta,t3) U - U [th_1,tn). A restricio a: A — R%, a <tg <t; <
to <ty < -+ < tpho1 < t, < b, onde ty, ta, -+ ty_1, ty, sdo todos geradores de bifurcacdo de «
restrito para A, é chamado um lago parametrizado se a sequintes condi¢des sdo satisfeitas:

1. a|A tem multiplicidade liquida igual 1,
2. a(tl) = a(t2)7 a(t?)) = 0[(1',‘4), Ol(t5) = a(t6)7 Tt a(tn72) = a(tn71)7
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3. a(ty) = alty),

4. tg e t, € um par de bifurcacao.

Se ndao ha geradores de bifurcacdo em «, a condicdo acima nao serd furada e portanto
assume-se que « é por si mesma um laco parametrizado.

Se «(t) é curva suave, regular e fechada, cada laco parametrizado £ é suave por partes,
regular e fechada, que ndo tem auto-intersecao exceto em pontos tangenciais. O indice de rotacao
(Eq. 2.14) de £ é 1 ou —1 de acordo com a orientacido do lago parametrizado ser positiva ou negativa.

Uma curva fechada sempre pode ser dividida em um conjunto de lagos parametrizados. Esta
particao é uinica quando o ponto inicial é fixo. Na Figura 6.8 ilustra quatro diferentes particoes de
uma curva em lagos parametrizados.

ey
w D

— @ L e
a b
(b)

P
1 1 — @ttt —0—|—
a b

() (d)

Figura 6.8: Diferentes partigoes paramétricas para a mesma curva.

Para proceder o relacionamento do indice de rotacao de uma curva com seus lagos parametri-
zados, nota-se que em um ponto de bifurcagdo que tem multiplicidade 2, a soma algébrica de dngulos
externos orientados em P, relativemente a dois lacos adjacentes, é zero. Isto implica que para uma
curva fechada que possui somente pontos miltiplos do tipo (cruzamento simples) o indice de rotagao
é justamente a soma algébrica do indices de seus lagos parametrizados (Prop. 6.2).

Se a multiplicidade liquida no ponto P é maior do que 2, a soma algébrica dos angulos
externos orientados de seus lacos parametrizados pode ser zero ou um multiplo de 27, como afirma
a Proposicao 6.3. Para cada ponto P que tem multiplicidade liquida maior que 2, deve-se entao
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incluir na equacao dada na Proposicao 6.2 um fator corretor k, onde k é soma dos algébrica dngulos
externos orientados dividido por 27w. Uma expressao geral que ralaciona o indice de rotagdo e o
nimero de lacos parametrizados é obtida

ne = (m—n)—k. (6.1)

A Figura 6.9(a) ilustra uma curva fechada tendo dois pontos com multiplicidade maior do
que 2 com 7 lagos parametrizados (m=6, n=1) e a soma dos angulos exteriores é zero nestes pontos
(k=0) e sua deformacao continua é uma curva C5. Este resultado pode ser obtido da Eq. 6.1, uma
vez que I, = 6—1—0=5. A Figura 6.9(b) mostra uma curva tendo dois pontos com multiplicidade
maior do que 2 com oito lagos parametrizados (m=4 e n=4) e a soma dos angulos exteriores é zero
k = 0 que pode ser deformado continuamente em uma curva formato-oito. O resultado é também
obtido com o uso da Eq. 6.1 (ne,=m—-n—-k=4—-4-0=0).

vf“‘ H'QQ““

(b)

Figura 6.9: Deformacao.

6.2 Validacao

Nesta secao serd validada a Eq. 6.1 para curvas com multiplicidade até 2 ou n (n > 3)
quando os lagos parametrizados sdo regulares exceto num ponto. Proposicao 6.1 assegura que
pontos tangenciais podem ser ignorados no calculo de indice de rotacdo de uma curva fechada;
Proposicio 6.2 é restrita a curvas que possuem pontos singulares com multiplicidade 2 (cruzamento

3

simples); e a Proposicdo 6.3 que considera os fatores corretores é restrita a curvas com pontos

singulares com multiplicidade maior igual a 2.

Proposigao 6.1 Qualquer curva regular fechada oy € homotdpica para uma curva oy que ndao
possui pontos tangenciais.
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Prova: Seja u(t) sendo a funcao “lombada” que desloca ligeiramente, sem sobrepor «q (t), o ponto
tangencial «q(t2) relativamente para o par {t1,t2} e sua vizinhanca de a;(¢;) na direcdo do vetor
normal ny(t) = k(t)n(t) de ay(t), tal que az: [a,b] — R? definida pela (Figura 6.10)

al(t) ift € [a,tz - 5],
ag(t) = o (t) + ,u(t)m (t) ift € (tQ — 0,10 + 5),
aq (t) , caso contrario.

Figura 6.10: Ligeira deformacao de «;(t) para as(t).

Com a classica C™ funcoa de Cauchy 8: R — R (Figura 6.11)

0 if ¢ <0,
+eexp(—1) ift>0.

Figura 6.11: Funcao de Cauchy.

a funcao p: R — R pode ser definida por (Figura 6.12)

u(t) = Bt — t1).B(ts — 1), ¥t € [a, b]. (6.2)
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Figura 6.12: Fun¢ao “Lombada”.

Note que a;(t) e as(t) nao intersectam na vizinhanga de to pela apropriada escolha do sinal
+ e valor de e.

Portanto, a funciao H: I x I — R?

Cl(t) ift € [a,t2 — 5],
Htu) = er(t) +up®n(t) fte (ts— 0.t +0),
c1 (t) ift e [tQ + 4, b]

com t € [0, 1] deformando «;(t) em as(t) sem o par de pontos tangenciais {¢1,%2}.

H é uma fungao continua e H(t,0) = ay(t), H(t,1) = c(t). Além disso, para u fixo,
ay(t) = H(t,u) é uma curva regular. Par ver isto, pode-se assumir sem perda de generalidade que
oy é parametrizada pelo comprimento de arco. Portanto, |&1(t)] = 1 e ny(t) = —k(t)dq (t) . Assim,
tem-se que para t € (to — d,t9 + 0)

Cu(t) = ¢1(t) +upit)ny () + up(t)n (t) = (1 — up(t)s(t))ér(t) + uilt)n (t).
Isto significa que para e convenientemente pequeno

jeu()]? = (1 —up(t)r(1))? + (un(1))? > (1 —up(t)r(t))* > 0.

Para t € [a,ty — 6] U [t2 + 6,b], pode-se ver que ¢,(t) = ¢1(t) Yu, desde que fi(ty — 0) =
f(te +6) =0.

Uma vez existindo a func¢ao continua H tal que ay,(t) = H(t,u), u € [0,1], é uma curva de
ay(a) para a,(b) e ag(t) = a1 (t) e ay1(t) = a(t) sao curvas iniciais dadas, ai(t) e as(t) sao curvas
homotoépicas. Da Proposigao 2.3, conclui-se que aq(t) e as(t) tem o mesmo indice de rotagao.

O mesmo procedimento pode ser aplicado recursivamente para todos os outros pares tan-
gentes da curva original «; para finalmente obter a curva as, sem pontos tangenciais, homotépica

a .
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Proposigao 6.2 Uma vez que o ponto inicial € fizado, se todos os pontos da curva plana, reqular
e fechada tem no mdzimo multiplicidade liquida igual a 2, entdo o indice de rotagdo €

I,=m—n, (6.3)

onde m e n sao o numero de lagos parametrizados da curva orientados positivamente e negativa-
mente.

Prova: Para enfatizar a idéia geométrica envolvida, primeiro considera-se o caso em que a curva
a: [a,b] — R? tem somente um par bifurcacio {t1,t2}, a < t; < t2 < b. Entdo

t1 t2 b
o= 51 [ wtoetolar+ [ sonatoia+ [ nolaola

1 t2

Reagrupando esta soma de acordo com seus lacos parametrizados £ e Lo, tem-se

to t1 b
I, Hlnmmww+dfmmmw+/nmwmmy (6.4)

2T 1 ts

Como tem-se tangentes se curzando em P = «(t1) = a(ty), para qualquer parametrizagao
os angulos exteriores de L1 e Lo at P tém o mesmo valor ¢, porém com orientacao revertida.
Adicionando o termo ¢ — ¢ para o lado direito da Eq. 6.4, tem-se

123 t1 b
I, lp[nmmmm+@+3{/mmmmw+lmmme—@y (6.5)

:ﬂ L 2T )

De acordo com a Proposicao 2.5, hé trés classes de curvas. Entao se faz necessario mostrar
que para todas as curvas pode-se escrever o indice de rotacdo de uma curva como a soma algébrica
de seus lagos parametrizados.

Supondo que ambos os lacos sdo positivamente orientados (Figura 6.13.a), entdo o dngulo
exterior de um laco, £, estd no mesmo sentido (positivo) e o outro angulo exterior estd no sentido
reverso (negativo). Segue que cada termo nos parenteses da Eq. 6.5 correspondem exatamente para
o indice de rotacao de cada laco parametrizado. Entao, pode-se escrever I, como uma funcao do
indice de rotacao de lagos parametrizados Iz, € Io c,

I, = oLy T Ia,L'z =2.
Um argumento analogo assegura a demonstragao da proposicao nos casos onde ambos os
lacos sao negativemente orientados (Figura 6.13.b).

Agora considerando que ambos os lagos tenham orientacao revertidas, entao o angulo exte-
rior do lago orientado positivamente, L1, é posisivo e o angulo exterior laco orientado negativamente,
Lo, é negativo. Entao, os termos dentro do primeiro par de parenteses na Eq. 6.5 corresponde para
L1 e dentro do segundo par para L. Claramente,

I, = Ia,£1 - Ia,EQ = 0.
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Figura 6.13: Angulos exteriores de lagos parametrizados.

Esta prova pode ser estendida para uma curva fechada qualquer o com pontos de multi-
plicidade igual a 2. Uma vez que a parametrizagao (também o ponto inicial) é fixada, considere a
decomposicao de a em lacos parametrizados L1, Lo, -+, Lyy,.

Seja @ = {t1, - ,tk—1}, a =ty < t1 < --+ < tp = b, sendo a unido de todos os pontos de
bifurcacao de a(t) com a(a) = a(b). O indice de rotacdo pode ser escrito como

tl-‘rl
I, %Z / (t)|dt.

Pode-se reagrupar esta soma de acordo com seus lagos parametrizados £; de «, j =

1,---,m, cada um deles formado pela imagem de n segmentos disjuntos
1 m F,l+1
=g 20 [ st
j=1 I=

Como em cada singularidade de cada lago tem-se cruzamento simples, a soma algébrica
dos angulos exteriores dos lacos adjacentes é zero. O mesmo raciocinio do caso simples pode ser
aplicado aqui.

Reagrupando convenientemente cada termo e conhecendo que, por simetria, os termos ¢;
sdo cancelados, pode-se expressar o indice de rotacdo de « (com m lagos orientados positivamente
e n lacos orientados negativamente) como

Iy, =m(+1) +n(-1) =m —n.

Proposigao 6.3 Seja a uma curve plana, regular, fechada com lagos parametrizados regulares
exceto no ponto singular com multiplicidade maior do que 2. Entdo o indice de rotacdo € a soma
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algébrica dos lagos parametrizados subtraidos do fator Zgﬂ@ , onde ¢; é angulo exterior de i adjacente

lacos em P.

Prova: Sem perda de generalidade, considere o caso da curva a: [a,b] — R? com um ponto de
auto-interse¢ao que é a iamagem dos geradores bifurcacao {ti,t,t3, -+ ,t; < -+ < tp}, a =ty <
t <ty<tyg<---<t;<--<t, <b. Entao,

1 t1 to
I, = —[/ k()| (t)|dt +/ k(t)|a(t)|dt + - +
2"/, 4
tit1 tn b
/ ﬁ(t)|d(t)|dt+---+/ ﬁ(t)|d(t)|dt+/ () 6(0)|d].
ti tn—1 2}
Reagrupando esta soma de acordo com seus lacos parametrizados Ly, L1, Lo, ---, Ly,
tem-se
1 to tiy1
I, = —[/ m(t)|o'4(t)|dt+---+/ k(t)|a(t)|dt + - +
2 Jy, t

tn t1 b
/ n(t>|a(t)|dt+(/ (1) (8) |t + / (1) (1) ).

tp—1 a l2

Seja ¢; o angulo exterior de ¢ laco parametrizado. Adicionando o termo ). ¢; — >, ¢; para

o lado direito da equacao, tem-se

to tit1
I, = %[/tl n(t)|o'z(t)|dt+---+/ k(t)|a(t)|dt + - +

t;

tn t1 b n n
/ n(t)|o'z(t)|dt+(/ n(t)|o'z(t)|dt—i—/ K()|a()]dh)] + Yo — Y .
t2 i=1 i=1

th—1 a

Distribuindo ¢; na soma dentro dos parentesis, a equagao torna-se

I, = = ff’ k(t)|&(t)|dt +on) + -+ (f,j+1 k(t)|&(t)|dt + o) + - - +

S/ @)@t + on1) + ([ s a@)ldt + [ w(E)]@(b)]dt + o)) — S0 o,

th—1

do qual segue imediatamente

I = Iagy+1lag,++1ac, — ;71'

Lica & (6.6)

- Ia,£1 + Ia,£2 +---+ Ia,ﬁn - o
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Exemplo 31 A Figura 6.14 ilustra uma curva em forma de 3-pétalas, multiplicidade 3.

Figura 6.14: Angulos em um ponto de bifurcacao.

Observe que neste caso 2m = ¢1 + ¢2 + ¢3. Pode-se escrever o dngulo de rotacao de a|Zy,
a|Zy, a|Is como

le K (t)|@(t)|dt + 5= —(#1) = La|z, = 1,
o Jz, 6(®)|a(t)]dt + (o) = Inlz, = 1,
= [r, m(O)|e(t)|dt+ 3 (¢3), = Talz, = 1

o= (5 Z/ 1) + (5320 = (5 326)
1 : : : 1
Lo = Ly MO0+ KOG 82+ OGO+ 8]~ 5 61+ 62 60)

1
Io = L|z, + Lalz, + Lalzs — [%(fﬁl +d2+¢3)] =3-1=2

Exemplo 32 A Figura 6.15 ilustra um ponto de bifurca¢cdo com multiplicidade 3.

Figura 6.15: Angulos em um ponto de bifurcacao.
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Observe que neste caso ¢1 = —(p2 + ¢3). Pode-se escrever o angulo de rotagio de a|Zy,
a|Zy, a|Zs como

or fIl t t |dt + (¢1) = IOé|Il = +]-7
fIQ K (t)|u(t)|de t o (QS?) = Io|z, = +1,
fIg k(t)|c(t)|dt + o (¢3)a = Ila|z, = +1

1 3
I %Z/ (9)ld) + quz (5 2%

Lo = e KO0+ KOOI g2)+ ([ KOO+ 3]~ 561+ 62+

2T I3

1
Io = L|z, + Lalz, + Lalzs — [%(fﬁl +d2+$3)]=3-0=3

Exemplo 33 A Figura 6.16 ilustra um ponto de bifurcagdo com multiplicidade 3.

Figura 6.16: Angulos em um ponto de bifurcacao.

Observe que neste caso ¢1 = —(p2 + ¢3). Pode-se escrever o angulo de rotagio de a|Zy,
a|Zy, a|Zs como

pre fIl K (t)]c(t) |dt+ —(¢1) = La|z, = +1,
ﬂ fIQ K t |Oz(t)|dt+ ﬁ(QSQ) = Ia|1'2 = -1,
o [r K@)]a()dt + = (¢3), = Lz, = +1

3 3

3
L= (g 3 [ SO + (530~ (5 320

=1 i i=

1

Lo = Ly KON+ 60+ KOG+ 82+ OGO 8] - 561+ 62 60)
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Ia - Ia|Il + Ia|Iz + Ia|Ig - [%(QSI + ¢2 + ¢3)]
In=H+)+(-1)+(+1)-0=1-0=1

6.3 Um Algoritmo para Tracado Nao-Sobreposto

O problema na implementacao da condi¢ao de indice de rotacao é que o indice I, de uma
curva de intersecao nao é conhecido. Portanto, a implementacao nao pode ser reduzida para uma
simples comparacao entre dois valores de ponto flutuante: a soma dos vetores tangentes > 60
e I,. Em vez disso, compara-se Y 6, com (I, + 1) ou (I, — 1), onde I, é indice de rotacao
dinamicamente estimado enquanto se estd caminhado na curva de intersecao. Isto ocorre por causa
que ao longo de cada lago parametrizado a soma ) 6;, £ ¢;, onde > ¢; é a soma dos angulos
externos orientados no ponto de bifurcacdo, é multiplo de 27. Portanto o indice de rotacao I, é
acrescido 2(I, + 1)m ou decrescido para 2(I, — 1)m. Considera-se que a condigdo de indice rotacao
é satisfeita se || 2(Io + 1)m — > 0:, ||[<nou || 2(1q — 1) — > 04, |I< 7.

A proposta é resumida no seguinte algoritmo:
Algoritmo de tragado

Tome um ponto inicial a(sy) distante de pontos singulares;

Py = P; = a(so);

indice de rotagao = 0;

tamanho do passo= L;

Obtenha o proximo ponto da curva de intersecdo Piyq;

enquanto condicao de proximidade ou condi¢do tangencial ou condi¢do de indice de rotagao nao
for satisfeita por Py e P11 faga

P; = Piyq;
Obtenha o proximo ponto da intersecao Pjyq;
Se condi¢do de indice de rotagdo € satisfeita por Py e P,y entao
tamanho do passo :%00
Se condi¢do de indice de rotagao nao € satisfeita por Py e Py entao
tamanho do passo = L.
Se P11 passou por um ponto bifurcacdo entao
Atualize indice de rotacdo se necessdrio:
deve-se levar em consideracao a orientagao
do laco parametrizado e o tipo de singularidade.

Uma breve descri¢ao do algoritmo
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Inicia-se com indice I = 0, mas a condigdo do indice de rotacao ||| — 2In| < n deverd ser
substituida por ||6;] — 2I,17| < ne ||6;] —2L,em| <mn,onde I; =|I[|+1=1elp=|[|-1=-1
que indica os possiveis indices, isto é, sao candidatos a ser indice de rotagao. Somente depois de
passar por pontos de bifucacdo que a curva poderd nao ser simples. Quando passar duas vezes
por um ponto de bifurcacdo, tem-se um lago parametrizado orientado, entao o indice passa a ser
I =T+1eacondicao ||0] — 21| < nel|d]—2L,em| < n, passa a ter os seguintes indices possiveis
Iy = |I|+1 =2, Ip =|I| -1 = 0. Assim segue o algoritmo. Quando a condi¢ao ||0;| —2I,17| <ne
16| — 2I5m| < n, for satisfeita o tamanho do passo serd diminuido para tamanho do passo=15s. O
tragado so para quando as condigoes de proximidade, tangente e indice de rotacao forem satisfeitas,
caso contrdrio continua a caminhada. O tamanho do passo volta ao tamanho normal tamanho de
passo=L quando a condicdo de indice de rotacao nao for satisfeita.

Da Proposicao 6.3 desenvolveu-se um procedimento para estimar o indice de rotacao de
uma curva regular fechada «: [a,b] — R? percorrendo ao longo dela do ponto a(a) para a(b).
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Algoritmo para obter o indice de rotagao

indice de rotagao = 0;

Des=aas=5b

Se hd um ponto de bifurcagao em s; entao
Se ele é encontrado pela primeira vez entao
Registra ele como um ponto extremo potencial do lago parametrizado.
Caso contrario
Remove os pontos no intervalo [sg,sj] que foram marcados
como pontos extremos potenciais.
Calcule o orientacdo do lagco parametrizado o(s),t € [sg, 5],
tal que s < sj e afsy) = a(sj);
Se orientacao € positiva entao incremente indice de rotacao por 1;
Caso contrario decremente ele por 1.

Para cada ponto extremo ¢ do lago parametrizado

Se ele é um ponto de bifurcagdo com multiplicidade > 3 entao
encontre o angulo exterior orientado
Se numero de vezes passado pelo ponto € igual a multiplicidade entao
Se a soma dos angulos externos € positiva entao
decremente o indice pela soma dividida por 27
Caso contrario incremente o indice pela soma dividida por 2w
Caso Contrario continue a caminhada.

O funcionamento deste algoritmo é ilustrado no tragado de uma curva fechada da formato 3-

pétalas. Quando o ponto de bifurcaciao é alcancado pela primeira vez py, ele é colocado na primeira
pilha S; e também detecta-se que ele é um ponto de multiplicidade igual a 3 (Figura 6.17.a). Quando
ele é encontrado pela segunda vez py (Figura 6.17.b), um lago parametrizado com orientagao positiva
é formado e o angulo externo é ¢, entdao I = 1 e py é movido da primeira pilha para a terceira
pilha S3. Quando ele é encontrado pela terceira vez py (nimero de vezes que se passou no ponto é
igual a multiplicidade), entao calcula-se os angulos exteriores ¢o e ¢3 e neste momento tem-se mais
um lago parametrizado positivamente, entao o indice é acrescentado I = I + 1 = 2 (Figura 6.17.c).
Quando a curva inteira foi percorrida, temos trés lagos parametrizados com a mesma orientagao
m = 3 e como a soma dos angulos exteriores é positiva (2m) deve-se decrementar o indice em 1

(k=1), ouseja o indice 6 I =m —k =3 —1 =2 (Figure 6.17.d).
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I=0

(a)
N

N ggsﬁﬁ r=1

(b)

R g

Figura 6.17: Aplicacao do algoritmo proposto.
6.4 Resultados Numéricos

O algoritmo tem sido exaustivamente testado em varios pares de superficies paramétricas.
Nesta secao, alguns destes exemplos sao apresentados. Para mostrar o comportamento numérico
do algoritmo, uma tabela contento o inicio e o final do tracado e todos os pontos singulares ao
longo da curva estao incluidos, e também as medidas usadas para os critérios: indice, distancia e

primeira ordem.

Exemplo 34 O primeiro par de superficies apresentado na Figura 6.18 mostra a intersecdo de:

F(u,v)=(u,v,0.2u* +0.1v%) e

G(p,q)=(p,q,0.3p*q — 0.1¢> + 0.2¢°) ,

onde tem-se dois pontos singulares, um tangencial e um de bifurcagao. O indice de rotacao da

curva ¢ I = 2.

Inicia-se o tragado no ponto F'(1.20,0.97) com passo L = 0.1 e com I = 0. Ao passar
pelo ponto singular F(0.0,1.0) descobre-se que ele é ponto de bifurcagao, entao guarda-se como
possivel extremidade de lago parametrizado e continua a caminhada. Ao passar pelo ponto singular
F(0.0,0.0) descobre-se que ele é tangencial, entdo deve-se igonora-lo e continuar a caminhada. Ao
passar pelo ponto de bifurcacdo F'(0.0,1.0), o indice passa a ser I = 1, pois forma-se o laco
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Figura 6.18: Intersecio de F(u,v) e G(p,q).

parameterizado com orientagao positiva. Ao passar pelo ponto F'(0.36,0.11), a condicao [12.0747 —
2(Ip1)m| = 0.4916 < 0.5 (I = |I| + 1 = 2) é satisfeita, porém d(po,p;) = 1.1962 < 0.1 nao, entao
continua-se a caminhada. Ao passar pelo ponto F(1.16,0.89), ambas as condigoes sao satisfeitas
112.5365 — 2(Ip1)m| = 0.0297 < 0.5 (Ip1 = 2) e d(po,pi) = 0.0865 < 0.1; portanto, o tamanho
do passo L é diminuido para L = 1%0 e continua-se a caminhada. As condigoes de proximidade,
tangencial e indice de rotacao sao satisfeitas no ponto F'(1.20,0.97), entdo para-se a caminhada.
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Ponto inicial do dominio (1.20 0.97), e = 0.01, § =0.01 e n = 0.5

Ponto Dist. | ang(to, P, Pp) 0 Lty Ipo | ||0¢] — 2(Ip1) 7| | |10 — 2(Ip2)7]| L
(1.20,0.97) | 0.0000 0.0000 0.0000 1-1 6.2800 6.2800 0.1000
(1.40,1.35) | 0.4291 0.0839 0.1806 1-1 6.1025 6.4638 0.1825
(1.44,1.44) | 0.5253 0.1067 0.2368 1,-1 6.0463 6.5200 0.2000
(0.85,1.92) | 1.0160 0.9238 2.6933 1-1 3.5897 8.9765 0.0336
(0.01,1.02) | 1.1947 2.0916 3.1742 1,-1 3.1089 9.4574 0.0976
(0.00,1.00) (ponto singular:bifurcagao)

(-0.03,0.94) | 1.2381 2.1563 3.2086 1-1 3.0745 9.4918 0.0945
(-0.01,0.00) | 1.5478 2.8084 5.2530 1,-1 1.0301 11.5362 0.0310
(0.00,0.00) (ponto singular:tangencial)
(0.03,0.00) | 1.5217 2.8210 5.3835 1-1 0.8996 11.6667 0.0324
(0.01,0.99) | 1.1975 2.1152 7.3656 1,-1 1.0825 13.6488 0.0161
(0.00,1.00) (ponto singular:bifurcagao)
(-0.00,1.00) | 1.2054 2.1043 7.3714 2,0 5.1949 7.3714 0.0161
2,0
(-0.02,0.00) | 1.5594 2.8021 11.5175 2,0 1.0487 11.5175 0.0469
(0.00,0.00) (ponto singular:tangencial)
(0.03,0.00) | 1.5218 2.8215 11.6133 2,0 0.9530 11.6133 0.0480
2,0
(0.36,0.11) | 1.1962 2.9271 12.0747 2,0 0.4916 12.0747 0.0156
(0.38,0.12) | 1.1809 2.9308 12.0864 2,0 0.4799 12.0864 0.0158
2,0
(1.15,0.88) | 0.1002 3.1242 12.5319 2,0 0.0343 12.5319 0.0184
(1.16,0.89) | 0.0865 3.1266 12.5365 2,0 0.0297 12.5365 0.0001
(1.16,0.89) | 0.0863 3.1266 12.5366 2,0 0.0297 12.5366 0.0001
2,0
(1.20,0.97) | 0.0002 3.1415 12.5662 2,0 0.0000 12.5662 0.0001
(1.20,0.97) | 0.0001 3.1415 12.5663 2,0 0.0000 12.5663 0.0001
(1.20,0.97) | 0.0000 0.0000 12.5663 I=2 0.0000 0.0000 0.0001

Tabela 6.1: Pontos representativos de F'(u,v) — G(p,q) = 0.
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Exemplo 35 O sequndo par de superficies apresentado na Figura 6.23 mostra a intersecao de:

F(u,v)=(u,v, —u* +v? — o) e

G(p,9)=(p,q,0) ,

onde temos duas curvas simples com um ponto tangencial entre elas.

Figura 6.19: Intersecao de F'(u,v) e G(p,q).

Para a curva que estd nos quadrantes 1 e 2, inicia-se o tragado no ponto F'(0.70,0.64) com
passo L = 0.1 e I = 0. Ao passar pelo ponto singular F'(0.0,0.0), descobre-se que ele é tangencial,
entao deve-se ignoréd-lo e continuar a caminhada. Ao passar pelo ponto F(0.69,0.80), a condigao
15.8078 — 2(Ip1)w| = 0.4753 < 0.5 (Ip1 = |I| +1 = 1) é satisfeita, porém a condicao d(po,p;) =
0.1542 < € nao. Ao passar pelo ponto F(0.71,0.74), as condigoes [6.0229 — 2(I,1)7| = 0.2602 < 0.5
(Ipjg = I +1 = 1) e d(po,pn) = 0.0966 < € sao satisfeitas; portanto, o tamanho do passo é
diminuido em L = 1%.0. As condigoes de proximidade, tangencial e indice de rotacdo sdo satisfeitas
no ponto F'(0.70,0.64), entdo para-se a caminhada.

Para a curva que estd nos quadrantes 3 e 4, inicia-se o tragado no ponto F(—0.56, —0.94)
com passo L = 0.1 e I = 0. Ao passar pelo ponto singular F'(0.0,0.0), descobre-se que ele é
tangencial, entao deve-se ignora-lo e continuar a caminhada. Ao passar pelo ponto F(0.31, —1.00),
a condicao |5.7888 — 2(I,1)n| = 0.4943 < 0.5 (I,1 = |I| +1 = 1) é satisfeita, porém a condicao
d(po,pn) = 0.8648 < € nao. Ao passar pelo ponto F(—0.46,—0.98), as condicoes |6.0713—2(Ip )| =
0.2118 < 0.5 (Ipy = [I| +1 =1) e d(po,pn) = 0.0973 < € sdo satisfeitas; portanto, o tamanho do
passo é diminuido em L = T%O' As condigoes de proximidade, tangencial e indice de rotagio sdo
satisfeitas no ponto F/(—0.56, —0.94), entdo para-se a caminhada.
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Ponto inicial do dominio (0.70,0.64), ¢ =0.01, 6 =0.01 e n = 0.5

Ponto Dist. | ang(to, PaPy) | 6 110:] — 2(Ip1) 7| | 110:] — 2(Ip2)7] L
(0.70,0.64) | 0.0000 0.0000 0.0000 6.2800 6.2800 0.1
(0.56,0.34) | 0.3393 0.2688 0.4757 5.8074 6.7589 0.0139
(0.01,0.00) | 0.9474 0.6666 1.3995 4.8836 7.6827 0.0100
(0.00,0.00) (ponto singular:tangencial)

(-0.01,0.00) | 0.9621 0.6808 1.4395 | 1-1 4.8436 7.7227 0.0100
(0.69,0.80) | 0.1542 2.9287 58078 | 1,1 0.4753 12.0909 0.0069
(0.70,0.79) | 0.1474 2.9404 58359 | 1-1 0.4472 12.1191 0.0070
(0.70,0.75) | 0.1042 3.0090 59973 | 11 0.2858 12.2805 0.0075
(0.71,0.74) | 0.0966 3.0202 6.0229 | 11 0.2602 12.3061 0.00007
(0.70,0.64) | 0.0001 3.1414 6.2829 | 1-1 0.0002 12.5661 0.00007
(0.70,0.64) | 0.0000 3.1415 6.2831 | 1,1 0.0000 12.5663 0.00007
(0.70,0.64) | 0.0000 0.0000 6.2832 | I=1 0.0001 0.0001 0.00007

Ponto inicial do dominio (-0.56,-0.94), € = 0.01, § = 0.01 e 5 = 0.5
Ponto Dist. | ang(to, P,Py) | 6, Lo | 16:] — 2(L0) 7] | [16¢] — 2(Ip2) 7] L

(-0.56,-0.94) | 0.0000 0.0000 0.0000 1 6.2800 6.2800 0.1
(-0.68,-0.83) | 0.1674 0.3089 0.6674 1 5.6157 6.9506 0.0067
(-0.01,-0.00) | 1.0926 1.6619 2.6911 1 3.5920 8.9742 0.0100
(0.00,-0.00) (ponto singular:tangencial)

(0.01,-0.00) | 1.1027 1.6776 27311 | 1-1 3.5520 9.0142 0.0100
(0.31,-1.00) | 0.8648 2.7650 57888 | 11 0.4943 12.0720 0.0173
(0.29,-1.00) | 0.8465 2.7674 57990 | 1,1 0.4841 12.0822 0.0183
(-0.45,-0.98) | 0.1087 3.0147 6.0533 | 1-1 0.2298 12.3364 0.0119
(-0.46,-0.98) | 0.0973 3.0259 6.0713 | 1,1 0.2118 12.3544 0.0001
(-0.56,-0.94) | 0.0002 3.1412 6.2825 | 1-1 0.0006 12.5657 0.00011
(-0.56,-0.94) | 0.0001 3.1414 6.2828 | 1-1 0.0003 12.5660 0.00011
(-0.56,-0.94) | 0.0000 0.0000 6.2831 | I=1 0.0000 0.00000 0.00011

Tabela 6.2: Pontos representativos de F'(u,v) — G(p,q) = 0.




Exemplo 36 O terceiro par de superficies apresentado na Figura 6.20 mostra a intersegdo de:

F(u,v)=(u,v, (1/6)u’ — (5/4)u* + 2u® +v?) e

G(p,q)=(p,q,0.917) ,

onde temos a curva da forma de um “duplo oito” com trés lagos parametrizados, dois na mesma

orientacao e o outro com orientacao oposta.

Figura 6.20: Intersecio de F(u,v) e G(p,q).

Inicia-se o tracado no ponto F'(0.83,0.27) com passo L = 0.1 e I = 0. Ao passar pelo
ponto singular F'(—1.0,0.0), descobre-se que é ponto de bifurcacdo, entdo guarda-se como possivel
extremidade de laco parametrizado e continua a caminhada. Ao passar novamente pelo ponto de
bifurcacao F(—1.0,0.0), o indice passa a ser I = —1, pois forma-se o lago parameterizado com
orientagao negativa. Ao passar pelo segundo ponto singular F(1.0,0.0), descobre-se que é um
ponto de bifurcacao, entao guarda-se como possivel extremidade de lago parametrizado e continua
a caminhada. Ao passar novamente pelo ponto de bifurcagao F(1.0,0.0), o indice passa a ser
I = —2, pois forma-se o lago parameterizado com orientacdo negativa. Ao passar pelo ponto
F(0.99,0.01), a condigao [6.3322 — 2(Ip2)m| = 0.0490 < 0.5 (L2 = |I| — 1 = 1) é satisfeita, porém
a distancia d(pg,p;) = 0.3043 < 0.1 ndo. Ao passar pelo ponto F(0.88,0.20), ambas as condi¢oes

16.2075 — 2(Io)7| = 0.0144 < 0.5 (Lo = [I| — 1 = 1) e d(po,pn) = 0.0812 < 0.1 sdo satisfeitas;
L
m.

e indice de rotagao sao satisfeitas no ponto F'(0.83,0.27), entao deve-se parar a caminhada.

portanto, o tamanho do passo L é diminuido para L = As condicoes de proximidade, tangencial

Na tabela abaixo, pode ser observado que o indice de rotagao é 1.
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Ponto inicial do dominio (0.83,0.27), e = 0.01, 6 =0.01 e n = 0.5

Ponto Dist. | ang(to, P,Py) 0y L, Ipo | 10¢] — 2(Ip1) 7] | |10 — 2(1p2) 7] L
(0.83,0.27) | 0.0000 0.0000 0.0000 1-1 6.2800 6.2800 0.1
(0.02,0.96) | 1.0612 0.2931 0.9448 1-1 5.3383 7.2280 0.0098
(-0.99,0.02) | 1.8390 1.1310 2.0387 1,-1 4.2444 8.3219 0.0383
(-1.00,0.00) (ponto singular:bifurcagio)

(-1.01,-0.01) | 1.8630 1.1474 2.0438 1-1 4.2393 8.3270 0.0386
(-1.01,0.02) | 1.8634 1.1305 -3.1947 1,-1 3.0884 9.4779 0.0438
(-1.00,0.00) (ponto singular:bifurcagio)
(-0.99,-0.02) | 1.8474 1.1523 -3.1895 2,0 9.3767 3.1895 0.0434
2,0
(0.99,-0.02) | 0.3274 3.0649 -1.0998 2,0 11.4665 1.0998 0.0385
(1.00,0.00) (ponto singular:bifurcagio)
(1.01,0.02) | 0.3092 3.1121 -1.0953 2,0 11.4710 1.0953 0.0383
2.0
2,0
(1.01,-0.03) | 0.3479 3.1108 -6.3369 2,0 6.2293 6.3369 0.0441
(1.00,0.00) (ponto singular:bifurcagio)
(0.99,0.01) | 0.3043 3.1140 -6.3322 3,1 12.5173 0.0490 0.0435
(0.90,0.17) | 0.1150 3.1300 -6.3037 3,1 12.5458 0.0205 0.0348
(0.88,0.20) | 0.0812 3.1332 -6.2975 3,1 12.5519 0.0144 0.00033
(0.83,0.27) | 0.0005 3.1415 -6.2814 3,1 12.5681 0.0017 0.00033
(0.83,0.27) | 0.0001 3.1415 -6.2813 3,1 12.5682 0.0018 0.00033
(0.83,0.27) | 0.0001 0.0000 -6.2812 | I=-1 0.0019 0.0019 0.00033

Tabela 6.3: Pontos representativos de F'(u,v) — G(p,q) = 0.

124




Exemplo 37 O quarto par de superficies apresentado na Figura 6.21 mostra a intersecao de:

F(u,v)=(u,v, (u* +v*)? + 3u®v —v3) e

G(p,9)=(p,q,0) ,

onde tem-se uma curva em forma de 3-pétalas.

Figura 6.21: Intersecao de F(u,v) e G(p,q).

Inicia-se o tragado no ponto F'(0.14,0.88) com passo L = 0.1 e I = 0. Ao passar pelo ponto
singular F(0.0,0.0), descobre-se que ele é um ponto de bifurcacdo com multiplicidade 3, entao
guarda-se como possivel extremidade de lago parametrizado e continua a caminhada. Ao passar
pelo ponto de bifurcacdo F'(0.0,0.0), calcula-se o angulo externo orientado ¢; = 1.8925 e tem-se
que que o indice de rotacdo é I = 1, pois forma-se o lago parameterizado com orientacao positiva.
Ao passar novamente pelo ponto de bifurcagao F(0.0,0.0), forma-se um nova lago parametrizado
positivo, entao o indice passa a ser I = [ + 1 = 2. Porém, como este ponto é um ponto de
multiplicidade liquida igual a 3, deve-se calcular ¢o = 1.8925 e ¢35 = 2.4980. Como a soma destes
angulos exteriores orientados ¢; é 6.2831 ~ 27 deve-se decrementar 1 para o indice I = I—1 =1. Ao
passar pelo ponto F'(0.17,0.80) as condigoes |12.3902 — 2(Ip; )| = 0.1760 < 0.5 (I,1 = |I|+1 = 2)
e d(po,pn) = 0.0796 < € sdo satisfeitas, portanto o tamanho do passo L é diminuido para L = T%O'
As condigoes de proximidade, tangencial e indice de rotacao sdo satisfeitas no ponto F'(0.14,0.88),

entao deve-se parar a caminhada.
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Ponto inicial do dominio (0.14,0.88), ¢ = 0.01, 6 =0.01 e n = 0.5

Ponto Dist. | ang(to, P, Pp) 0y LiyIpo | 110k — 2(Tp1) | | [|06] — 2(Ip2) 7| L
(0.14,0.88) 0.0000 0.0000 0.0000 1,-1 6.2800 6.2800 0.1
(-0.00,0.01) | 0.8837 2.5584 3.2401 1,-1 3.0430 9.5233 0.0173
(0.00,0.00) (ponto singular:bifurcagao)

(0.00,-0.01) | 0.8971 2.5707 3.2516 1,-1 3.0314 9.5348 0.0173
(0.02,-0.00) | 0.8876 2.5843 7.4225 1,-1 1.1393 13.7057 0.01730
(0.00, 0.00) (ponto singular:bifurcagao) ¢ = 1.8925
(-0.07,-0.00) | 0.9050 2.4896 7.4803 2,0 5.0860 7.4803 0.01730
2,0
(-0.01,-0.01) | 0.8997 2.5602 11.6164 2,0 0.9499 11.6164 0.01731
(0.00,0.00) (ponto singular:bifurcagao) ¢o = 1.8925 e ¢3 = 2.4980
(0.03,0.05) 0.8348 2.5883 11.6626 2,0 0.9037 11.6626 0.01731
2,0
(0.17,0.78) 0.1058 3.0216 12.3443 2,0 0.2220 12.3443 0.0111
(0.17,0.79) 0.0949 3.0324 12.3629 2,0 0.2034 12.3629 0.00011
2,0
(0.14,0.88) 0.0002 3.1413 12.5658 2,0 0.0005 12.5658 0.00011
(0.14,0.88) | 0.00009 3.1414 12.5661 2,0 0.0002 12.5661 0.00011
(0.14,0.88) | 0.00001 0.00002 12.5664 =2 0.00004 0.00004 0.00011

Tabela 6.4: Pontos representativos de F'(u,v) — G(p,q) = 0.
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Exemplo 38 O quinto par de superficies apresentado na Figura 6.22 mostra a intersecao de:

F(u,v)=(u,v, (3u? + 3v?)) e

G(pa Q):(p,5(p2 + q2) - 1aq + 1) ’

onde tem-se duas curvas disjuntas cada uma delas sendo uma curva simples.

Figura 6.22: Intersecio de F(u,v) e G(p,q).

O ponto inicial para tracar a curva menor é F'(0.30, —0.52), enquanto para a curva maior
é F(—0.50,0.36). Entao inicia-se a caminhada para a curva menor pelo ponto F(0.30, —0.52) com
passo L = 0.1 e I = 0. Ao passar pelo ponto F(0.22,—0.58), as condicoes |5.9897 — 2(Ip1)7| =
0.2934 < 0.5 (Ip1 = |I|+1 =1) e d(po,p;) = 0.0882 < 0.1 sao satisfeitas; portanto, o tamanho do
TEO' As condigoes de proximidade, tangencial e indice de rotacgao
sao satisfeitas no ponto F'(0.30, —0.52), entao para-se a caminhada.

passo L é diminuido para L =

Para tragar a maior curva inicia-se pelo F/(—0.50,0.36) com passo L = 0.1 e I = 0. Ao
passar pelo ponto F'(—0.47,0.45), as condicoes |6.0482 — 2(I,1 )| = 0.2349 < 0.5 (I,1 = |I|+1=1)
e d(po,pi) = 0.09647 < 0.1 sdo satisfeitas; portanto, o tamanho do passo L é diminuido para
L = T%O' As condicbes de proximidade, tangencial e indice de rotacido sdo satisfeitas no ponto
F((—0.50,0.36)), entao para-se a caminhada.

Na Tabela 6.5 tem-se uma amostra dos pontos tracados.
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Ponto inicial do dominio (0.30,-0.52) , e = 0.01, § = 0.0l e n = 0.5

Ponto Dist. ang(to, Pn_PO) 0, LiyIpo | 110k — 2(Tp1) | | [|06] — 2(Ip2) 7| L
(0.30,-0.52) | 0.0000 0.0000 0.0000 1,-1 6.2800 6.2800 0.1
(0.15,-0.46) | 0.1564 1.8527 2.4246 1,-1 3.8585 8.7077 0.0083
(0.20,-0.60) 0.1206 2.9350 5.9024 ,- 0.3807 12.185 0.0386
(0.23,-0.58) | 0.0882 2.9836 5.9897 1,-1 0.2934 12.2729 0.00040
(0.30,-0.52) 0.0004 3.1407 6.2814 1,-1 0.0017 12.5645 0.00040
(0.30,-0.52) | 0.00015 3.1412 6.2825 1,-1 0.0006 12.5656 0.00040
(0.30,-0.52) | 0.00009 0.0002 6.2835 I=1 0.0004 0.0004 0.00040

Ponto incial do dominio (-0.50,0.36), e = 0.01, § = 0.0l e n = 0.5

Ponto Dist. ang(to, P Py) 0, Li,Ipo | 110k — 2(Tp1) | | [|606] — 2(Ip2) 7| L
(-0.50,-0.36) | 0.0000 0.0000 0.0000 1,-1 6.2800 6.2800 0.1
(—0.43,0.25) 0.1317 0.7995 2.2421 1,-1 4.0410 8.5253 0.0091
(-0.44,0.49) | 0.1404 2.9585 5.9516 ,- 0.3315 12.2348 0.0625
(-0.47,0.45) | 0.09647 3.0108 6.0482 1,-1 0.2349 12.3314 0.0006
(-0.50,0.36) | 0.00054 3.1407 6.2950 1,-1 0.0118 12.5782 0.00065
(-0.50,0.36) | 0.00017 3.1413 6.29617 1,-1 0.0129 12.5793 0.00065
(-0.50,0.36) | 0.00019 0.00030 6.29733 I=1 0.0141 0.01414 0.00065

Tabela 6.5: Pontos representativos de F'(u,v) — G(p,q) = 0.
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Exemplo 39 O sexto par de superficies apresentado na Figura 6.28 mostra a interse¢do de:

G(pa q):(pa q, sm(q) - 3) ’

onde tem-se uma curva simples.

Figura 6.23: Intersecio de F(u,v) e G(p,q).

Inicia-se a caminhada no ponto F'(4.42,0.90) com passo L = 0.1 e I = 0. Ao passar pelo
F(2.88,-3.09), tem-se que a condigdo [5.7865 — 2(I,1)m| = 0.4966 < 0.5 (I,; = |I[|+1=1) é
satisfeita, porém a condicao d(pg,p;) = 4.2781 < 0.1 ndo. Ao passar pelo ponto F'(4.42,0.84), tem-
se que as condigoes [6.2552 — 21,1 w| = 0.0279 < 0.5 (I,1 = [I|+1 = 1) e d(po,p;) = 0.0609 < 0.1 sao
satisfeitas; portanto, o tamanho do passo L é diminuido para L = T];JO' As condicoes de proximidade,

tangencial e indice de rotagao sao satisfeitas no ponto F'(4.42,0.90), entao para-se a caminhada.

Alguns dos pontos tragados no dominio de F' sdo dados na Tabela 6.6
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e=0.01,6=00len=0.5

Ponto inicial do dominio (4.42,0.90)

Ponto Dist. | ang(to, PaPp) 0y L, Ipo | 110y — 2(Tp1)w| | [104] — 2(Ip2) 7| L
(4.42,0.90) | 0.0000 0.0000 0.0000 | 1-1 6.2800 6.2800 0.1
(1.83,3.64) | 3.7648 0.7645 1.2233 | 1,1 5.0598 7.5065 0.2000
(1.65,3.70) | 3.9367 0.7869 1.2568 1,-1 5.0263 7.5400 0.2000
(2.88,-3.09) | 4.2781 2.7800 5.7865 | 1-1 0.4966 12.0696 0.0338
(4.41,0.76) | 0.1405 3.1077 6.2178 1,-1 0.0653 12.5010 0.1021
(4.42,0.84) | 0.0609 3.1267 6.2552 1,-1 0.0279 12.5383 0.0009
(4.42,0.90) | 0.0013 3.1412 6.2840 1-1 0.0009 12.5672 0.0009
(4.42,0.90) | 0.0005 3.1414 6.2845 1,-1 0.0013 12.5676 0.0009
(4.42,0.90) | 0.0002 0.0000 6.2849 1,1 0.0017 0.0017 0.0009

Tabela 6.6: Pontos representativos de F'(u,v) — G(p,q) = 0.
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Exemplo 40 O sétimo par de superficies apresentado na Figura 6.24 mostra a intersecao de:

F(u,v)=(u,v,u* —u? +v* —v?) e

G(pa Q):(p; q, _025) ’

onde tem-se duas curvas simples com quatro pontos de bifurcacao.

Figura 6.24: Intersecao de F(u,v) e G(p,q).

Inicia-se a caminhada no ponto F'(0.75,1.00) com passo L = 0.1 e I = 0. Ao passar
pelos pontos singulares F'(0.00,0.71), F(—0.71,0.00), F(0.00,—0.71) e F(0.71,0.00), descobre-se
que eles sao pontos de bifurcagdo, entao sdo guardados como provaveis extremidades de lagos
parametrizados. Ao passar pelo ponto F'(0.85,0.97), tem-se que as condicoes |5.9832 — 2I, 71| =
0.2999 < 0.5 (Iy1 = |I| +1 = 1) e d(po,p;) = 0.0984 < 0.1 sao satisfeitas, portanto L = T%O'
As condigoes de proximidade, tangencial e indice de rotacao sdo satisfeitas no ponto F'(0.75,1.00),
entao para-se a caminhada. Neste exemplo, os pontos de bifurcacao nao sao extremidades de lacos
parametrizados, porque eles sao derivados da intersecao de duas curvas simples.
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Ponto inicial do dominio (0.75,1.00) , e = 0.01, § = 0.0l e n = 0.5

Ponto Dist. | ang(to, P, Pp) O | Ipi, Ipa | ||0¢] — 2(Ip1) 7| | |10¢] — 2(Ip2) 7| L
(0.75,1.00) 0.0000 0.000 0.000 1-1 6.2800 6.2800 0.1
(0.01,0.72) 0.7913 0.462 0.707 1-1 5.5757 6.9906 0.022
(0.00,0.71) (ponto singular:bifurcagao)

(-0.01,0.70) | 0.8132 0.469 0.716 1,-1 5.5670 6.9993 0.0225
(-0.69,0.02) | 1.7463 0.693 1.044 1-1 5.2386 7.3277 0.0231
(-0.71,-0.00) (ponto singular:bifurcagao)

(-0.72,-0.02) | 1.7894 0.702 1.062 1,-1 5.2209 7.3454 0.0228
(-0.02,-0.72) | 1.8870 1.245 3.843 1,-1 2.4392 10.1271 0.02230
(-0.00,-0.71) (ponto singular:bifurcagao)

(0.01,-0.70) 1.8483 1.258 3.861 1,-1 2.4217 10.1445 0.02263
(0.70,-0.01) | 1.0093 1.617 4.189 1-1 2.0933 10.4730 0.02321
(0.71, 0.00) (ponto singular:bifurcagao)

(0.71,0.01) 0.9899 1.629 4.198 1,-1 2.0844 10.4819 0.02301
(0.85,0.97) 0.1056 2.990 5.956 1-1 0.3270 12.2392 0.00717
(0.85,0.97) 0.0984 3.002 5.983 1,-1 0.2999 12.2664 0.00007
(0.75,1.00) 0.0001 3.141 6.282 1-1 0.0002 12.5660 0.00007
(0.75,1.00) | 0.00004 3.141 6.283 1-1 0.0001 12.5662 0.00007
(0.75,1.00) | 0.00002 0.000 6.283 I=1 0.00006 0.00006 0.00007

Tabela 6.7: Pontos representativos de F'(u,v) — G(p,q) = 0.
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Exemplo 41 O oitavo par de superficies apresentado na Figura 6.25 mostra a interse¢do de:

F(u,v)=(u,v,v* —v? —u* +2u?) e

G(s,w)=(s,w,0) ,

A interse¢ao resulta na “Devil’s Curve” consistindo de duas curvas abertas e uma curvae fechada

em forma de oito.

Figura 6.25: Intersecio de F(u,v) e G(p,q).

Os pontos inciais para as trés curvas: A curva aberta F(1.39,0.43), a curva tipo oito
F(0.06,1.00) e a outra curva aberta F'(—1.38,0.87).

Vamos analisar a curva fechada em forma de oito. Inicia-se a caminhada no ponto F'(0.06, 1.00)
com passo L = 0.1 e I = 0. Ao passar pelo ponto singular F(0.0,0.0), descobre-se que ele é um
ponto de bifurcagao, entao guarda-se como provavel extremidade de lago parametrizado. Ao passar
novamente pelo ponto de bifurcagao F'(0.0,0.0), obtém-se um lago parametrizado com orientagao
positiva, portanto I = I +1 = 1. As condicoes |0.1967 — 2Io7| = 0.1967 < 0.5 (Ipa = |I|—1=10) e
dist(po,p;) = 0.0908 < 0.1 sdo satisfeitas; portanto, o passo é diminuido L = 16’—0. As condicoes de
proximidade, tangnencial e indice de rotacdo sao satisfeitas no ponto F'(0.06,1.00), entdo para-se

a caminhada.
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Ponto inicial do dominio (0.06,1.00), ¢ =0.01, 6 =0.01 e n = 0.5

Ponto Dist. | ang(to, P,Py) 0 L, Ipo | ||60:] — 2(Ip1) 7| | ||60:] — 2(Ip2) 7] L
(0.06,1.00) | 0.0000 0.000 0.000 1,-1 6.280 6.280 0.1
(-0.34,0.57) | 0.5874 0.938 2.018 1,-1 4.264 8.301 0.0110
(-0.01,0.01) | 0.9843 1.624 2.315 1,-1 3.967 8.598 0.05997
(0.00 ,0.00) (ponto singular:bifurcagio)

(0.03,-0.05) | 1.0446 1.671 2.314 1,-1 3.969 8.597 0.0768
(-0.02,-0.03) | 1.0315 1.615 -2.056 1,-1 4.226 8.339 0.0544
(0.00,0.00) (ponto singular:bifurcagio)

(0.03,0.04) | 0.9593 1.660 -2.056 2,0 10.509 2.056 0.0848
(0.16,0.97) | 0.1000 3.035 -0.218 2,0 12.348 0.218 0.0091
(0.15,0.98) | 0.0908 3.045 -0.196 2,0 12.369 0.196 0.00009
(0.06,1.00) | 0.0001 3.141 -0.000 2,0 12.565 0.0003 0.00009
(0.06,1.00) | 0.0000 3.141 -0.000 2,0 12.566 0.0001 0.00009
(0.06,1.00) | 0.0000 0.000 0.000 I=0 0.000 0.0000 0.00009

Tabela 6.8: Pontos representativos de F'(u,v) — G(p,q) = 0.

6.5 Comentarios

Apresentou-se um algoritmo para estimar o indice de rotagdo de uma curva fechada regular
com base nos seus pontos singulares. O indice de rotagdo é uma propriedade geométrica global que
reflete o comportamento da curva inteira e que é representado por um numero inteiro - - menos
susceptivel para a precisao da maquina. Mostrou-se que o indice de rotacao, juntamente com as
condicoes de proximidade e contato de primeira ordem, podem prevenir duplicagoes de pontos no
tragado de uma curva regular fechada sem recorrer para divisao do dominio paramétrico ou fixar
um ntmero maximo de pontos a ser percorrido por cada ramo de intersecado. Combinando estas
trés condicoes com a direcdo de caminhada de ordem 3 proposta no Capitulo 3 e publicada no
artigo [35], uma técnica robusta de caminhada tem sido obtida.

O procedimento para estimar o indice de rotagao para curvas regulares que possuem lagos
parametrizados regulares exceto no ponto singular de ordem maior que trés, foi provado formalmente
neste capitulo e também foi testado extensivamente em vdrias situacoes. No artigo [36] a ser
submetido para CAGD a prova do procedimento de estimar o indice de rotacdo é para qualquer
curva regular, isto é, ndo hé restricao para que os lacos parametrizados sejam regulares exceto no

ponto singular de ordem maior ou igual a trés que os forma.
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Como o procedimento para estimar o indice de rotacao foi baseado nos pontos singulares
que se cruzam (pontos de bifurcacdo), tem-se que resolver o problema de classificacdo de pontos
singulares de contato de ordem maior ou igual a dois para poder separa-los em pontos que se cruzam
e pontos que ndo se cruzam (pontos tangenciais).

Através das técnicas apresentadas no Capitulo 5 que classificam singularidades de grau
maior ou igual a 2 pode-se classificar algumas singularidades. O método das tangentes classifica
pontos singulares pela quantidade de raizes, isto é, pela quantidade de retas tangentes. Para
grau dois usa-se o algoritmo Ye-Maekawa [38] que classifica as singularidades pelo discriminante do
polinémio de grau dois e para grau 3 e 4 usa-se a técnica desenvolvida por nés no Capitulo 5. Porém
a técnica das tangentes nao consegue classificar se os pontos singulares sao pontos tangenciais ou
pontos de bifurcacio, pois podem possuir somente uma tangente. Para resolver este problema usa-se
o método dos coeficientes para singularidades de contato de ordem 2 e para singularidades de contato
de ordem mairo usa-se o fato de que pontos de bifurcacdo ocorrem quando os vetores normais de
ambas superficies em um ponto antes Np(P;_1) X Ng(P;_1) e um ponto depois Np(P; 1) X Ng(P;_1)
fornecem diregoes tangentes cujo dngulo cos @ entre estas direcoes é negativo. Com a combinacao
destes métodos pode-se tomar decisao nos pontos singulares de ignoré-los (tangenciais) ou guarda-
los em pilhas para serem candidatos a pontos finais de lagos parametrizados (pontos de bifurcagao).
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Capitulo 7

Conclusoes

Inspirados na geometria diferencial classica, apresentou-se um caminho alternativo para
estimar as propriedades geométricas de ordem 3 (torcdo e derivada da curvatura) da curva de
intersecao de quaisquer duas superficies regulares. A tnica exigéncia é que os vetores normais
sejam conhecidos. Nosso algoritmo é baseado no vetor normal estimado por Wu e Andrade [37].
Em testes realizados, o nosso algoritmo para estimar as propriedades geométricas mostrou-se mais
robusto do que o algoritmo Ye e Maekawa nos pontos préximos dos pontos nao-transversais que
satisfazem a Eq. 3.26, que pode ser atestado pelos dados do primeiro par de interse¢ao apresentados
na Tabela 3.4. Porém, fora desta regiao e nos pontos singulares de ordem 2, o algoritmo Ye-
Maekawa fornece valores exatos. Devido & superioridade do algoritmo Ye-Maekawa nos pontos
regulares, e & inferioridade na vizinhanca dos pontos singulares, propos-se o uso combinado dos
dois algoritmos (Técnica Mista). Nos pontos regulares é utilizado o algoritmo Ye-Maekawa e na
vizinhanca dos pontos singulares é utilizado o nosso algoritmo. Com estas propriedades geométricas
bem estimadas, pode-se introduzir duas novas direcoes de caminhada com contato de ordem 3:
dire¢ao polinomial que faz uso da tangente, curvatura, tor¢ao e derivada da curvatura e diregao
helicial que faz uso tangente, curvatura e tor¢ao. Estas abordagens foram apresentadas por nods
em [35]. Nos testes numéricos realizados observou-se que as dire¢oes de caminhada de ordem 3,
polinomial e helicial, apresentaram resultados melhores do que as propostas ja existentes, menos
iteracoes sao necessarias para obter pontos na curva de intersecao em cada passo. Isso pode ser
atestado através da Tabela 4.1.

Foi apresentado um algoritmo para estimar o indice de rotacdo, para curvas fechadas no
dominio paramétrico das superficies, em funcao do nimeros de pontos singulares e 0 comportamento
destes pontos. O indice de rotacao é uma propriedade geométrica global que reflete o comporta-
mento da curva inteira e que é representado por um nimero inteiro menos susceptivel a precisoes
numéricas de uma maquina. Mostrou-se que a condi¢ao do indice de rotagao, junto com a pro-
ximidade e o contato de primeira ordem, podem prevenir sobreposicoes no tracado de uma curva
fechada. Combinando estas trés condicoes com o passo de caminhada de ordem 3, uma técnica
robusta de determinacdo de interse¢io foi obtida, que pode ser obeservada nos Exemplos [ 34, - --

, 41] que estdo na Secdo 6.4. Este procedimento para estimar o indice de rotacdo foi provado
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formalmente neste capitulo 6 para curvas regulares que possuem lacos parametrizados regulares
exceto no ponto singular de ordem maior que trés. No artigo [36] a ser submetido para CAGD a
prova do procedimento de estimar o indice de rotagao foi provado formalmente sem restricoes para
as curvas fechadas regulares em relacdo aos lacos parametrizados.

O comportamento dos pontos singulares inicialmente foi dividido em duas classes: tangen-
cial e bifurcacao. Achou-se no inicio deste estudo, que usando a técnica Ye-Maekawa conseguiria
pelo menos distinguir o comportamento de pontos singulares de ordem 2, através do niimero de tan-
gentes no ponto: um ponto é tangencial se ele tiver uma tnica tangente; senao ele é chamado ponto
de bifurcagao. Por analogia, estendeu-se o seu algoritmo para determinar o nimero de tangentes
para pontos singulares de ordem 3 e 4. Porém, foi constatado que existem pontos de bifurcagao
que possuem somente uma tangente (oscnéide). Para resolver este problema de singularidades de
curva de interse¢do, buscamos aplicagoes de diversas técnicas de Geometria/Topologia Diferencial.
Nossa contribuicao foi transformar o problema de singularidade de curva de intersecdo em singu-
laridades de curvas algébricas planas e a propor um método de classificagdo, denominado método
de coeficientes com base no procedimento dado na Figura 2.5 encontrado no livro de Golubitsky e
Schaefter [13]. Conseguimos simplificar o procedimento Golubitsky-Schaefter ao usarmos o coefi-
cientes da forma diagonalizada das curvas algébricas para classificar as singularidades sem requerer
o computo de derivadas direcionais. Porém, esta classificacao limita-se a singularidades do tipo Ag,
com k < 3. Sabe-se que a técnica de codimensao de curvas algébricas planas pode classificar outras
singularidades além das do tipo Ag, entretanto é de dificil implementagao. Pretende-se ampliar o
método dos coeficientes para singularidades Ay, com k € {4,5,6} e singularidades que possuem
suas formas normais, isto é, que sao previamente classificadas, por exemplo as singularidades do
tipo Dy, com k > 1 e Ej, com k € {6,7,8}.
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