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Resumo

Neste trabalho propomos um algoritmo de combinagoes booleanas sobre a classe dos
objetos modelados através de complexos celulares. Esta classe abrange objetos de dimensoes
heterogéneas no 3. Os operadores propostos sio fechados sobre ela, isto é, o resultado de
qualquer combinacao booleana é um complexo celular.

Para classificar corretamente a pertinéncia dos objetos envolvidos numa combinagao
booleana, introduzimos o conceito de espago de imersiao minimo. Esta estratégia reduz o
problema de classificagdo de pertinéncia em problemas locais, nos quais a nossa atencao fica
voltada a vizinhanca de cada ponto. O algoritmo proposto foi implementado para processar
formas geométricas restritas a pontos no R3, segmentos de reta e poligonos planares simples.



Abstract

In this work, we proposed an algorithm to perform boolean set operations of objects
modeled by cell complex. This class covers objects of heterogeneous in R3. The proposed
operators are closed over it, i.e., any result of a boolean operation is also a cell complex.

To distinguish correctly a set membership of objects involved in boolean operations,
we introduced a minimum embbedding space concept. This approach reduce the classifica-
tion problem into several local problems, in which we just concentrate on neighborhood of
each point. The proposed algorithm has been implemented to processing geometric entities
constraits to points into R3, straight segments and simple planar polygons.
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Capitulo 1

Introducao

Valeu a pena? Tudo vale a pena

Se a alma nao € pequena.

Quem quere passar além do Bojador
Tem que passar além da dor.

(“Mar Portuguez” - Fernando Pessoa)

O réapido desenvolvimento da computacao grafica e tecnologias de projeto e manufa-
tura auxiliados por computador (CAD/CAM) fez surgir a modelagem geométrica. Este ter-
mo refere-se aos métodos utilizados para definir e manipular formas e outras caracteristicas
geométricas de um objeto. Sistemas de Modelagem Geométrica (Geometric Modeling Sys-
tems ou GMS) sdo projetados para processar objetos com caracteristicas especificas e bem
definidas, visando sempre fornecer resultados validos. Por exemplo, modeladores de sélidos
provéem funcionalidades para processar e gerar objetos solidos representiveis computacio-
nalmente. Alguns processos como o projeto de circuitos integrados, de pecas mecanicas, e
outros, requerem a utilizagao de superficies e linhas em conjunto com sélidos em uma mesma
representacdo. Requicha e Rossignac [24] levantam um histérico e fazem previsoes a respeito

de aplicacoes de técnicas de modelagem geométrica.

A especificagao de formas geométricas complexas requer dos Sistemas de Modelagem
Geométrica técnicas elaboradas para a modelagem. Uma importante técnica de modelagem
geométrica é a operacao booleana, utilizada para a construgao de objetos complexos a
partir de operacoes de unido, intersecio e diferenca (denotadas por U, N e —, respectivamente)

em objetos simples e de ficil especificacdo, em geral denominados primitivas.

Discutimos nesta dissertacao as diversas abordagens acerca do processo de operagao

booleana. Apontamos as vantagens e desvantagens destas abordagens em relagdo as ne-
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cessidades praticas dos usudrios de modeladores geométricos. De acordo com a literatura
existente, a propriedade de fechamento é desejada para os operadores booleanos, pois ga-
rante a exclusao de objetos invilidos. Quando se trata de sélidos fisicamente realizaveis,
cujas superficies sejam topologicamente equivalentes & variedades bidimensionais fechadas,
Miéntyla [15] mostrou que, implementando os operadores booleanos com os operadores de
Euler propostos por ele, os resultados sao sempre representaveis pela estrutura half-edge e
portanto, sdo variedades bidimensionais fechadas. Quando se trata de r-sets, Requicha [23]
mostrou que os operadores booleanos regularizados sao fechados sobre eles e os implementou
para modelos CSG, enquanto Desaulniers e Stewart [26] propuseram uma implementagao

para os modelos B-REP, utilizando um conjunto de operadores de Euler estendido.

A demanda por modelos mais gerais do que variedades bidimensionais ou r-sets levou
a proposta de esquemas de representacdo que cobrem o dominio de formas geométricas de
dimensoes heterogéneas [34, 7, 21, 18, 38]. Para alguns destes esquemas foram apresentados
algoritmos de combinagbes booleanas através dos trabalhos de Crocker e outros [22], Gursoz
Choi e Prinz [8], Rossignac e O’Connor [21]. Porém, nestes trabalhos nao foi contemplada a

propriedade de fechamento dos operadores.

Nosso trabalho tem o intuito de propor um conjunto de operadores booleanos fechados
sobre a NM-Classe. Esta classe de objetos, modelados através de complexos celulares, nao
pode ser satisfatoriamente manipulada por algoritmos de operacoes booleanas existentes, nem

por operadores booleanos ordindrios, j4 que nao garantem a propriedade de fechamento.

A concepcao de algoritmos de operacao booleana estd intimamente ligada ao esquema
de representacio e ao espaco de modelagem [23]. Sistemas de modelagem de sélidos baseados
na representacao CSG (Constructive Solid Geometry) combina primitivas sélidas simples tais
como cones, cilindros, esferas e cubos para produzir objetos sélidos complexos. O algoritmo
de combinacao consiste em construir uma estrutura de arvore na qual as folhas representam
as primitivas e os nés internos as operagoes booleanas regularizadas (denotadas por U*, N*
e —*). Em esquemas de representacoes B-REP (boundary representation) os algoritmos de
operacoes booleanas requerem a computacao explicita das intersecoes entre as fronteiras de

dois modelos B-REP para criar um terceiro modelo, também B-REP.

Com ja mencionamos, diante de necessidades praticas surge a preocupacao de estudar
e gerir sistemas de modelagem geométrica capazes, nao somente de representar e manipular
solidos, mas habilitados a processar uma gama maior de formas geométricas, e com isto tor-
nar os modeladores geométricos mais poderosos. Mais precisamente, uma classe de objetos

que possa ser descrita através de complexos celulares com dimensao limitada ao espaco eu-
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clidiano R3, denominamos esta classe de objetos de NM-Classe '. Neste trabalho lancamos
e fundamentamos a proposta de um conjunto de operadores booleanos para esta classe de

objetos. A Figura 1.1 exibe um objeto desta classe formado por sélidos e superficie.

Figura 1.1: Objeto geométrico modelavel através de complexos ce-

lulares

Os algoritmos de operagoes booleanas desenvolvidos para manipular os r-sets [23] e as
variedades bidimensionais fechadas [16] nio sdo capazes de processar objetos da NM-Classe.
Por exemplo, a Figura 1.2.(a-b) mostra dois objetos modeldveis por variedades bidimensionais
fechadas, e a Figura 1.2.(c) exibe um objeto regular resultante da operacao booleana de
diferenca entre os dois. O resultado é consistente, mas, do ponto de vista do dominio da
NM-Classe, é incorreto, ja que a face deveria fazer parte do resultado como mostrado na
Figura 1.2.(d).

Como do ponto de vista de dominio de representacao as variedades bidimensionais
sao subconjuntos dos r-sets, as operagoes propostas para aquele dominio forneceria da mesma,
forma resultados invélidos se aplicados a NM-Classe, sendo esta mais representativa do que

0s r-sets.

Portanto, é imprescindivel que ao iniciarmos um projeto com intuito de prover um
processo de operacao booleana, definamos o esquema de representacao a ser utilizado procu-

rando responder as seguintes questoes:

1. Que tipo de objeto serd manipulado ?

'A denominacido NM-Classe deve-se a intencio de nio traduzir o termo non-manifold do inglés por ser
impreciso e inadequado para a descri¢cdo dos objetos em questao
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)

(© (C)

Figura 1.2: Operacio booleana regularizada de diferenca entre dois
objetos da NM-Classe: (a) e (b) primitivas, (c) diferenca regulari-

zada, (d) diferenca n3o-regularizada

2. Como descrever modelos matemdticos destes objetos ?

3. Como representar computacionalmente estes modelos ?

1.1 Esquema de representacao

O objeto que desejamos manipular engloba a nogao de sélidos e entidades nao-sélidas
(dimensodes inferiores a trés) no espaco tridimensioanl em uma tnica representacio. Esta

classe de objetos apresenta as seguintes propriedades:

e rigidez: qualquer objeto da classe tem forma invariante quanto a sua localizagao ou

orientacao no espaco.

e dimensio nio-homogénea no R3: Pode possuir fronteira com pontos isolados, inclusive

conter entidades de dimensoes inferiores a trés.

e compacto: um objeto da NM-Classe deve ocupar uma porc¢ao finita do espago, e contém

seus elementos de fronteira.

e invariante as transformacoes rigidas: a aplicacao de translagao e/ou rotacao em objetos
da NM-Classe deve produzir um objeto da NM-Classe.
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e particiondvel: as fronteiras de qualquer objeto da NM-Classe deve ser particionavel
em conjuntos finitos de entidades de dimensoes menores. Por exemplo, um modelo
de um sdlido pode ser particionado em um conjunto finito de faces, arestas e vértices,

que representam suas fronteiras.

e fronteiras bem comportadas: propriedade decorrente da anterior, pela qual qualquer

ponto da fronteira pode ser unicamente identificado.

Estes objetos podem ser representados por complexos celulares com dimensoes in-
feriores a dimensdo trés, e constituem o dominio NM-Classe. A relagdo entre os espacgos
de modelagem para variedades bidimensionais fechadas, r-sets, e NM-Classe ¢é ilustrada na

Figura 1.3.

variedades-2D NM-Classe

ESPACO EUCLIDIANO 3D

Figura 1.3: Espacos de modelagem: Comparacdo da capacidade de

modelagem

Quando falamos em criar, modificar e armazenar objetos utilizando um computador,
¢ necessario que tenhamos uma representacao computacional para estes objetos, pois algo-
ritmos geométricos nao tratam diretamente objetos fisicos, e sim, dados que representam
estes objetos. Este procedimento refere-se a construcdo de uma estrutura de dados, baseada
em um alfabeto de simbolos sintaticamente organizados. A colecao de todas as possiveis
representacoes denomina-se espaco de representacao [23], o qual denotamos por R. A corres-
pondéncia entre a classe dos objetos representdveis (espago de modelagem M) e o espago de

representacdo denomina-se esquema de representac¢ao, denotado por s,

M3R
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O esquema de representacdo estabelece uma seméantica ao trindmio, ou seja, cria
uma ponte entre o problema e sua representacdo computacional, formando uma base para
o desenvolvimento de algoritmos para a manipulagdo de instancia do problema real. O
Capitulo 2 detalha todo o processo de modelagem dos objetos da NM-Classe e apresenta

uma estrutura de dados funcional para a manipulacao dos objetos desta classe.

1.2 Operacoes booleanas

Nossa proposta tem o intuito de prover um conjunto de operadores booleanos que
possa operar sobre o dominio dos complexos celulares e preservar a propriedade de fechamen-
to, ou seja, que os resultados das operacoes de intersecao, unido e diferenca sejam sempre
descritos por complexos celulares, e conseqilentemente, possam ser representados através de
uma estrutura de dados, utilizada para representd-los. A Figura 1.4 exibe o resultado de
uma operacao booleana ordindria de diferenga entre um cubo (sélido) e uma face. O objeto

resultante nao pertence ao dominimo da. NM-Classe.

Sélido

(a) primitivas - separadas

Face

Fronteira néo

" _— pertencente a0

sélido

Sélido Sélido

(b) primitivas - posi¢&o para operagéo (c) resultado da diferenca

Figura 1.4: Operacdo booleana ordinaria de diferenca para mostrar

que o resultado n3o pertence a NM-Classe

Mostraremos que podemos definir um conjunto operadores booleanos fechados como
funcao dos operadores booleanos ordindrios para o dominio da NM-Classe e propomos um
algoritmo baseado na classificacao de pertinéncia de conjuntos para viabilizar esta abordagem.
Dados dois objetos A e B, a funcao de classificagao de pertinéncia identifica subconjuntos de

A situados no interior, exterior e na fronteira de B, e subconjuntos de B situados no interior,
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exterior e na fronteira de A.

A estratégia da classificacdo de pertinéncia para os pontos de dois objetos da NM-
Classe baseia-se na nocao de espac¢o de imersao minimo introduzida. Este espacgo é obtido
pela andlise da vizinhanca dos pontos dos objetos e garante classificagoes coerentes que levam

a resultados corretos.

Implementamos este conjunto de operadores booleanos para os objetos da NM-Classe
nos quais as entidades topoldgicas fundamentais, isto é, as faces, arestas e vértices sdo geo-
metricamente representadas por poligonos planares simples e orientados, segmentos de reta
orientados e triplas no espaco euclidiano R3, respectivamente. Os sélidos sio entidades limita-
das por um conjunto de faces conexas. Uma estrutura de dados com uma interface funcional
simples servird de base para manipular consistentemente as informagoes topolégicas dos mo-

delos. Este conjunto de operadores é parte integrante do ProSIm 2.

1.3 Diretrizes do projeto

Esta dissertacdo oferece um estudo da técnica de operagao booleana, a0 mesmo tem-
po que lanca uma proposta de um conjunto de operadores booleanos para uma classe de
objetos modelados por complexos celulares. A apresentacao deste trabalho estd distribuida

da seguinte forma:

Capitulo 1 - colocagao do problema, exaltando algumas perspectivas sobre o projeto no
sentido de introduzir e motivar o leitor sobre a necessidade da técnica de operacdo

booleana dentro da modelagem geométrica.

Capitulo 2 - revisao da literatura sobre a técnica de operacao booleana. Descrevemos

alguns algoritmos ja consagrados que implementam esta técnica.

Capitulo 3 - formulacdo dos operadores booleanos fechados sobre os objetos da NM-
Classe. Este conjunto de operadores garante a propriedade de fechamento sobre esta

classe de objetos.

Capitulo 4 - descricao de um algoritmo de operacao booleana fechada sobre a NM-Classe.
Descrevemos sucintamente a modelagem dos objetos da NM-Classe através de com-

plexos celulares e um esquema de representacao para a manipulacdo dos modelos

ProSIm é wum sistema para prototipacio e sintese de imagensem desenvolvimento no
LCA/FEEC/UNICAMP
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computacionalmente. Descrevemos um algoritmo para os operadores booleanos fecha-
dos formulados no Capitulo 3, baseando-se na nocao de classificacdo de pertinéncia e

espaco de imersao.

Capitulo 5 - implementacao dos operadores booleanos fechados para um subconjunto
de objetos da NM-Classe. Nos modelos implementados, as faces, arestas e vértices
sao geometricamente representados por poligonos planares simples, segmentos de reta
orientados, e pontos do R3, respectivamente. Alguns resultados desta implementacio

sao mostrados no final do Capitulo.

Capitulo 6 - conclusoes sobre o trabalho e sugestoes para trabalhos futuros.

Para auxiliar a leitura do texto o Apéndice A contém algumas propriedades de con-
juntos e alguns conceitos sobre topologia geral, apesar de julgarmos necessirio somente para

leitores nao familiarizados com a temdtica do trabalho.



Capitulo 2

Revisao bibliografica

Discutimos no Capitulo introdutério, a estreita relacao entre os esquemas de represen-
tacao e a concepcao de algoritmos para as técnicas de modelagem geométrica, em particular
a operacao booleana. Neste Capitulo vamos relacionar alguns dos esquemas de representagao
mais populares presentes na literatura, e também alguns algoritmos de operagoes booleanas
desenvolvidos sobre estes esquemas, frisando a relevancia e limitagoes de cada abordagem.
Apresentamos ainda um esquema de representacao funcional para a manipulacao de entidades
da NM-Classe. Uma andlise da aplicabilidade dos operadores booleanos convencionais para
esta nova classe de objetos serd realizada, no intuito de mostrar a ineficiéncia dos operadores
convencionais em atender algumas condigoes impostas ao processo, motivando a concepcao

de um novo conjunto de operadores booleanos para manipular a NM-Classe.

Os esquemas de representacdo para objetos geométricos podem ser agrupados em
trés grandes categorias: representacdo por decomposiciao, representacao construtiva e repre-
sentacao por fronteiras. Na representacao construtiva, os modelos sao representados impli-
citamente por operacoes nas primitivas sélidas, o mais popular integrante desta familia é a
representagao CSG (Constructive Solid Geometry); na representagao por fronteiras, popu-
larmente conhecida como B-REP, os objetos sdo modelados através de suas fronteiras; e na
decomposicao, os modelos sao representados por subdivisdo do espaco no qual estao imersa,

sendo a octree uma estrutura de dados bastante popular nesta abordagem.

Com a necessidade de se conceber modelos mais amplos para a representacao de ob-
jetos mais complexos do que sélidos, surgiram as extensoes aos esquemas de representacao
convencionais citados. Muitos dos esquemas de representacdo B-REP tem sido propostos
para estender o dominio dos sélidos representados por suas fronteiras, sendo alguns baseados

na decomposicao de células e regioes [21, 38] e a dimensionalidade nao-homogénea dos obje-
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tos [34, 7]. Representagoes construtivas baseadas em grafos construidos a partir de operagoes
nao-regularizadas em regioes das primitivas foram propostas como extensao do esquema CSG,
como por exemplo o esquema CNRG, no qual as primitivas nao precisam ser sélidos. Como
extensoes para octree, foi proposta a drvore BSP (Binary Space Partition) para subdivisao
nao-regular do espaco [28] e esquema B-REPIndez para a descricdo de objetos poliédricos de

forma robusta como uma generalizacao de arvores BSP [12].

Independentemente do esquema de representacio, dados dois objetos (conjuntos) A e
B, as operacoes booleanas ordinarias de uniao, intersecao e diferenca determinam um terceiro

objeto C , e sao dadas por:

e Unido: C =AUB
e Intersecao: C = ANBKB

e Diferenca: C =A—Bou(C=B—-A

Entretanto, duas condi¢oes béasicas dentro do processo de operacao booleana devem
ser observadas. A primeira, se os objetos A e B pertencem a uma determinada classe de
objetos, é desejavel que o objeto resultante de qualquer operagao booleana também pertenca
a mesma classe de objetos das primitivas A e B. Desta forma se produz um resultado valido

e representavel pela estrutura de dados utilizada para descrever as primitivas.

A segunda condigdo, a concepcao dos algoritmos de operagoes booleanas depende
diretamente de cada esquema de representacdo. Por exemplo, a representacao construtiva
(CSG) de um sélido é uma estrutura em arvore, na qual os nds representam operagoes boolea-
nas regularizadas ou transformacoes rigidas, nas folhas da arvore estdo as primitivas sélidas
e na raiz tem-se a descricao do objeto. Como a concepgdo da representagao implicitamente
contém operadores booleanos, a realizacao de uma operacao booleana entre dois objetos re-
presentados construtivamente é conseguida através da instanciacdo de um novo nd, no qual

os nos adjacentes sao as raizes das drvores que representam as primitivas.

As operacoes de intersecdo, unido e diferenca nas estruturas hierdrquicas como oc-
tree sao implementadas comparando-se as arvores [12] que representam ambos os objetos;
enquanto, as representacoes por fronteira, B-REP e/ou extensdes, requerem a computagao
explicita das intersecoes das entidades de fronteiras, juntamente com um processo de clas-
sificacao para determinar a pertinéncia das entidades de um objeto em relagdo ao outro, e

incorporar informacoes de “volumes”. Em operagoes booleanas para representacoes B-REP
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de sélidos, o processo resume-se aos seguintes passos: composicao ' das fronteiras, classifi-
cacao das fronteiras, construcao do objeto resultante. Neste caso, a classificacao de fronteira
carrega implicitamente a informagao sobre o volume, enquanto, em B-REP estendidos esta
informacao nem sempre estd disponivel, ja que faces, arestas ou vértices, nao necessariamente

sao adjacentes & entidades sélidas, podendo inclusive nao haver entidades sélidas.

Neste Captitulo vamos relacionar algumas abordagens de operadores booleanos para
representacoes CSG, B-REP e extensoes. Operadores booleanos para a representacao decom-
posicao espacial podem ser buscados na proposta de Naylor, Amanatides e Thibault [28] e
Hoffmann e Vanecek [12].

2.1 Operacgoes booleanas em representagoes CSG

A representacio construtiva de objetos geométricos é uma arvore na qual os nds inter-
nos sao operagoes booleanas ou transformagoes rigidas, as folhas representam as primitivas e
na raiz tem-se a representacao do objeto. Desta forma, como estd implicito na representacao,
a realizacdo de uma operagdo booleana entre dois objetos (duas drvores) CSG é conseguida
instanciando-se uma nova arvore com a operacao booleana desejada em sua raiz e com as
duas arvores destes objetos como filhos. Um exemplo deste procedimento é mostrado a par-
tir de dois objetos A e B construtivamente representados (Figura 2.1), um terceiro objeto
C é determinado pela operacao booleana empreendida pela construcao de um né na arvore
CSG(Figura 2.2).

A representagao CSG foi proposta originalmente para o dominio dos r-sets (também
denominados sélidos abstratos) por Requicha [23] e colaboradores [32, 29]. Eles mostraram
que as operacoes booleanas ordindrias nao sao fechadas sobre os r-sets, isto é, o resulta-
do de uma operacao booleana ordinaria sobre dois r-sets pode resultar em um objeto nao

pertencente a este dominio. A Figura 2.3 mostra as primitivas (dois r-sets) A e B.

A Figura 2.3.(b) ilustra o resultado da operacao booleana de intersecao ordindria
entre A e B, que consiste de um objeto composto por um sélido e uma face ndo-adjacente ao

solido, e portanto, nao representa um r-set, ja que o objeto resultante nao é regular.

Para contornar este problema Requicha e colaboradores sugeriram um esquema CSG,
cujos nés internos da arvore sejam operadores booleanos regularizados no lugar dos operadores

booleanos ordinarios. Estes operadores garantem a validade do esquema, ou seja, os r-sets

! As palavras composicao ou agrupamento, neste texto, referem-se a uma traducao de Merging do inglés
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Figura 2.1: Dois sélidos A e B representados construtivamente

Figura 2.2: Operagao booleana entre dois sélidos A e B determi-

nando um sélido C
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@ (b) (©

Figura 2.3: Operacdo booleana de intersecdo entre os sélidos A e

B: (a) primitivas, (b) operacdo ordindria e (c) operagdo regularizada

sao fechados sobre os operadores booleanos regularizados.

Os operadores regularizados sao definidos pelo fecho dos pontos interiores das ope-
ragoes ordindrias equivalentes. Matematicamente, podemos expressar os operadores boolea-

nos regularizados entre dois conjuntos da seguinte forma:

e Intersecao: AN* B = ki(AN B)
e Uniao: AU* B=Fki(AUB)
e Diferenca: A —* B = ki(A — B)

sendo ¢ e k representam as operacoes interior e fecho dos conjuntos argumentos. A Fi-
gura 2.3.(c) mostra a regularizagao da operagao ordindria da Figura 2.3.(b), validando o
resultado. A Figura 2.4 mostra uma arvore CSG, na qual os nds internos da arvores sio

operadores booleanos regularizados, e transformagoes rigidas.

Requicha e Voelcker [32] mostraram que as operagoes regularizadas podem ser defini-
das como a combinacao de “conjuntos de classificacao”. Estes conjuntos de classificagao sao
computados através da fungao de classificagao de pertinéncia de conjuntos, desenvolvida por
Tilove [30].

Mais tarde, Requicha e Voelcker [33] utilizaram a funcao de classificagao de per-
tinéncia para a conversao da representacao da drvore CSG de um sélido para uma represen-

tacao B-Rep, através de algoritmos de boundary evalution e boundary merging. Desta forma,
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- I

Figura 2.4: Arvore CSG com sélidos mostrados em projecao orto-

grafica

operagao booleanas realizadas através de uma representagao construtiva, conseguem mapear

modelos CSG para uma descricdo por fronteiras.

2.2 Operacgoes booleanas em representacoes B-REP

As operacoes booleanas entre dois sélidos A e B, representados através de um esquema,

B-REP podem ser efetivadas através dos passos seguintes:

1. Intersegao das fronteiras: determinacao das entidades de A que cortam as fronteiras

de B, e vice-versa, entidades de B que cortam as fronteiras de A.

2. Classificacao das fronteiras: classificagao das fronteiras (faces) de ambos os objetos
para a obtencdo da classificacdo em oito subconjuntos, a partir das relacoes entre

fronteira, interior e complemento de cada objeto em relacdo ao outro.

3. Construgao do objeto resultante: de acordo com a operagao, partes dos dois B-
REP sao selecionadas e agrupadas para formar o objeto resultante, eliminando-se as

entidades redundantes.

O objeto formado pode ainda passar por um processo de filtragem topoldgica, para

minimizar o nimero de entidades na estrutura de dados. Neste caso, faces adjacentes e
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coplanares, e arestas adjacentes e colineares sao agrupadas, através da eliminacao de entidades

de fronteiras que as separam.

Miéntyla [15], em meados dos anos 80, propos a modelagem de sélidos fisicamente rea-
lizaveis através de variedades bidimensionais fechadas (2D-manifolds) descritos com o auxilio
dos operadores de Euler. Mais tarde, o préprio Méantyli [17] implementou uma estrutura de
dados denominada half-edge, para representar computacionalmente as variedades bidimen-
sionais fechadas. Esta estrutura caracteriza-se pelo fato de que cada par de faces sempre
compartilha uma tnica aresta, com orientacoes opostas em cada uma das faces, dai cada
half-edge (“meia-aresta”) sempre possui outra complementar. Neste esquema de represen-
tacdo os solidos sao sempre referenciados como “cascas” fechadas, e como tal, a superficie é

localmente homeomorfa a um disco aberto.

A implementacao de operadores booleanos com os operadores de Euler proposto por
Mantyla [17], garante que os resultados sejam sempre representaveis pela estruturahalf-edge,
e portanto, sdo variedades bidimensionais fechadas. Quanto ao dominio do objetos repre-
sentaveis, a relacdo entre os r-sets e variedades bidimensionais fechadas, pode ser melhor

compreendida através da Figura 2.5.

Variedades 2D

Figura 2.5: Relacdo em variedades bidimensionais e r-sets, quanto

ao dominio de representacao

A representacdo de sélidos fisicamente realizdveis utilizando variedades-2D fechadas
nao é fechada sobre os operadores booleanos regularizados propostos por Requicha e Voelcker
e Requicha [32]. A Figura 2.6 mostra uma operacao booleana de unido entre dois objetos

geométricos modelados por variedades-2D fechadas cujo resultado nao é uma variedade-2D
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fechada.

7
@/’

Figura 2.6: Operacdo booleana de unido entre variedades-2D fecha-

das, cujo resultado ndo é variedade-2D fechada

A estrutura half-edge nao consegue representar o objeto resultante da operacgao de
uniao ilustrada, pois a vizinhanga do vértice (V) nao é localmente homeomorfa a um disco

aberto, e portanto, o objeto nao pode ser modelado como uma variedade-2D fechada.

Mintyla [17] sugeriu um algoritmo de operagao booleana fechada sobre o dominio dos
objetos modelados por variedades-2D fechadas. Este algoritmo é baseado na classificacao de
vizinhanca de vértices e apoia-se sobre um conjunto de operadores de Euler, que garantem a
validade do modelo resultante, e por conseguinte, sua representacao através da estrutura de

dados half-edge é consistente.

2.3 Representacoes CSG estendidas

As representacdes CSG e B-REP para sélidos cobrem um dominio de representacio
consideravel e sao bastante utilizadas em projetos de pecas mecénicas, etc; no entanto, al-
gumas aplicacées praticas como representacio de carrocerias de carros, regides de contatos
entre solidos, etc, nao podem ser representados por esquemas CSG (com operadores booleanos

regularizados) e B-REP limitados ao dominio de variedades bidimensionais fechadas.

Requicha e Rossignac [13] propuseram uma reprsentacio para um dominio mais geral

do que sélidos denominada estrutura CNRG (Constructive Nonregularized Geometry). As
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CNRG sao arvores que dispoem de operagoes booleanas nao-regularizadas e operagoes to-
poldgicas em regioes das primitivas. Cada regidao é um conjunto de pontos do R", conexa ou

nao, nao-regular e dimensionalmente nao-homogénea.

As folhas da drvore CNRG representam primitivas parametrizadas como volumes,
superficies, curvas ou pontos; os nds internos representam objetos CNRG intermedidrios, e
suportam a aplicacao de operadores booleanos ordinarios. Portanto, a representacao CNRG
apresenta a mesma estrutura de suporte as operacoes booleanas que a representacao CSG,
possibilitando, entretanto, operadores nao-regularizados e suporte a novos operadores para a

manipulacao da estrutura interna dos modelos.

Podemos, desta forma, imaginar a estrutura CNRG como uma generalizacao da repre-
sentacao CSG que suporta operadores booleanos nao-regularizados e operadores topoldgicos
para a manipulacio de regides das primitivas. As primitivas ndo necessariamente sao sélidos

e por isto, sao de grande utilidadde na manipulagao de objetos de dimensao nao-homogénea.

2.4 Representacoes B-REP estendidas

Como ocorreu com extensoes do esquema, de representacao CSG para CNRG, nasce-
ram algumas propostas no sentido de viabilizar extensoes para o esquema B-REP, bem como
a implementacao de véarias, e algumas boas, estruturas de dados para dar suporte a estas

inovagoes. As duas principais razoes que determinaram estas iniciativas foram:

e A limitacdo das representagoes convencionais em representar sélidos, enquanto, algu-
mas aplicacoes atuais necessitam de esquemas de representacao capazes de incorporar

modelos de sélidos, wireframes e superficies, em uma tnica arquitetura.

e Os préprios modeladores de sélidos podem produzir como resultados intermedidrios de
suas operacoes objetos nao-sélidos, fazendo com que o resultado final, mesmo sendo

um sélido, seja diferente do esperado.

Desta forma, iniciaram-se estudos no sentido de formalizar a descricao de classes de
objetos geométricos mais amplas, bem como a concepc¢ao de representacoes adequadas para a
manipulacao dos modelos. Com isto, surgiram alguns trabalhos tanto no intuito de fornecer
um arcabouco tedérico para descricao de modelos, como dando énfase as implementacoes de

estrutura de dados para o suporte computacional destes modelos.
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Weiler [34] apresenta um vasto estudo sobre o uso da informacao topoldgica em repre-
sentacoes por fronteiras para a modelagem geométrica, enfatizando a implementacao destas
representagoes. Com o propdsito de unificar as representagoes de wireframes, superficies e
formas sélidas em uma mesma arquitetura é introduzida uma estrutura de dados para a re-
presentacao dos modelos denominada Radial Edge. Esta estrutura vem acompanhada de um
conjunto de operadores para a “manipulagdo topoldgica” das entidades de “fronteiras”, tais

quais: faces, arestas e vértices.

De forma semelhante as estruturas de dados utilizadas para variedades bidimensio-
nais, a estrutura Radial Edge é fundamentalmente baseada em aresta. Gursoz e Prinz [6]
apontam algumas limitacoes nesta estrutura por nao haver uma preocupacao no tratamento
das adjacéncias em torno dos vértices, como acontece para com as arestas, gerando perdas
de informacao. Isto motivou a proposta de uma representacao baseada em vértice, em con-
traste com as representacoes baseadas em arestas. Segundo os autores, uma estrutura é mais
versatil, pois o vértice é a entidade topoldgica fundamental, e nenhuma outra entidade podera
existir sem que pelo menos um vértice esteja associado. Esta estrutura de dados chama-se

Tri-cyclic Cusp.

Gursoz, Choi e Prinz [8] lancaram uma interessante idéia acerca de operadores boo-
leanos para os objetos representados pela estrutura Tri-cyclic Cusp. O algoritmo proposto
calcula as intersecoes entre as entidades fundamentais ordenadamente, iniciando pelas inter-
secoes entre vértices indo até as intersecoes entre faces. Uma regido de tolerdncia é sempre

considerada para determinar se uma entidade pertence a um objeto.

Apés a determinacao das intersecoes entre as entidades fundamentais, os dois objetos
sao agrupados em uma tnica estrutura. Os pares de entidades identificadas como coincidentes
sao unificadas como uma tnica entidade. Em seguida, qualquer operacao booleana pode ser

completada através da selecao de entidades do objeto formado pela fusdo das primitivas.

Esta abordagens traz algumas qualidades do ponto vista conceitual, no sentido de
indicar um caminho para efetivacdo do processo de operacdo booleana para extensoes de

modelos B-REP, dentre as quais podemos destacar:

e Realiza operagoes booleanas entre objetos de diferentes dimensoes, incluindo sélidos.

e Apresenta uma estratégia de intersecdo geométrica baseada em um algoritmo bottom-
up, pelo qual as intersecoes sao realizadas primeiro entre as entidades de menores
dimensoes, por exemplo, vértice-vértice. Em seguida as informagoes sao utilizadas

para determinar as intersecoes entre entidades de maiores dimensoes.
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Entretanto, vemos algumas restri¢coes e falhas no processo em si, que sao:

e Sistematiza o processo de interse¢ao geométrica, no entanto, adota uma implementagao
que nao garante a rosbutez dos resultados, pois, utiliza aritmética de ponto flutuante,
mas menciona qualquer andlise de consisténcia dos resultados das entidades geradas

durante a intersecao por parte da estrutura topoldgica.

e Conserva dados redundantes, pois a entidades criadas na intersecao sao mantidas em
ambos os objetos, e mesmo quando “unifica” as entidades em uma tinica estrutura nao

utiliza nenhum critério para andlise da consisténcia destes dados.

e Nao analisa o processo de operacao booleana no sentido de garantir que os objetos
gerados nas operagoes disponiveis sejam validos, e portanto, representaveis pela estru-

tura. Isto é, nao ha mencao sobre o processo ser fechado para o modelo adotado.

e Nao menciona claramente como sao efetivados os passos de unificacao das relagoes de
fronteiras, interior e complemento dos objetos primitivos, nem tampouco a classificacdo
de pertinéncia das entidades fundamentais criadas na interse¢ao em relagao aos objetos
primitivos, e portanto, fica comprometida o passo de selecao para a conclusao de

qualquer operacao booleana.

Alguns esquemas de representacido B-REP estendidos sdo baseados na decomposicio
celular, como é o caso do SGC (Selective Geometric Complezes) proposto por Rossignac e O’-
Connor [21] e a proposta de Paoluzzi e outros [9]. O esquema SGC possibilita a representagao
de colecdes de subconjuntos abertos de variedades n-dimensionais, disjuntos e conexos, deno-
minados células. As células “generalizam o conceito de vértices, arestas e faces” usualmente
utilizados pelos modeladores de sélidos; ao passo que nos SGCs, as relacoes de conectivida-
des sao capturadas por grafos, que indicam as relagoes de adjacéncias e incidéncias entre as

células.

Os SGCs sao utilizados para a representacao de extensoes de descrigoes de fronteiras,
como por exemplo objetos heterogéneos quanto a dimensionalidade, abertos e conjuntos de-
terminados pela composicao de regioes. Nesta representacdo, cada célula é representada por

sua fronteira e mais uma informagao acerca da orientagao.

Sobre o esquema SGC, foram propostos algoritmos para operagoes topoldgicas, tais
quais fecho, interior, e fronteira, e também para operagoes booleanas: unido, intersecao e dife-
renca. Estes algoritmos sao utilizados para a criagao e manipulagao de modelos em processos
auxiliados por computador. Os autores garantem a propriedade dos modelos representados

sobre os operadores construidos nas trés etapas seguintes:
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1. subdivisao: as células de dois complexos SGCs sao subdivididas pela intersecao de

ambas representacoes, gerando versoes refinadas dos complexos primitivos.

2. selecao: cada célula dos complexos refinado, pode ser ativada de acordo com algum

critério de selecao.

3. simplificacao: algumas células sao apagadas e outras fundidas para formar um SGC

mais simples, mantendo uma estrutura interna similar aos seus primitivos.

Os modelos representados por esta estrutura sao utilizados como base para operacoes
nao-regularizadas nas drvores CNRG [13], principalmente por suportarem a manipulacao das

estruturas internas dos modelos.

Uma proposta para a modelagem dos objetos da NM-Classe baseada em complexos
celulares é apresentada por Wu [35]. Os modelos sdo descritos como uma coleciao de células
n-dimensionais, abertas, disjuntas, bem comportadas e multiplamente conexas. Os modelos
determinados pelo agrupamento de células, segundo a autora, pressupoe sempre, a formacao
de um complexo celular. Neste ponto, existe uma diferenca entre esta proposta e a apresenta-
da por Rossignac e O’Connor. A proposta de Rossignac e O’Connor [35] permite a existéncia
de objetos fechados, abertos e nem fechados, nem abertos, pela “ativacdo e desativacao”
das células da fronteira. A proposta de Wu [35] permite apenas a existéncia de objetos que

contenha as suas fronteiras, ou seja, apenas de objetos modelados complexo celulares.

Esta descri¢ao apresenta uma, concepgao unificada para a manipulagao de objetos de
quaisquer dimensoes dentro de uma mesma, arquitetura. A manipulacao destes objetos fica a
cargo de um conjunto minimo de operadores de Euler [36], implementado sobre uma interface
funcional criada para o manuseio de uma estrutura de dados, denominada TDM ( Topological
Data Module).

Esta abordagem considera a possibilidade de manipula¢ao uniforme tanto de varie-
dades sdlidas quanto de superficies, curvas e pontos, dentro de um sistema de modelagem
baseado em representacao por fronteira estendido. Como complemento para a representacao
e manipula¢ao dos modelos baseado em complexos de células, Wu [37] apresenta um vasto
estudo sobre as propriedades algébricas da topologia dos objetos da NM-Classe 2, com o
intuito de garantir a validade dos modelos e a suficiéncia do conjunto de operadores de Euler

em manipulé-los.

Uma descricao completa dos modelos dos objetos da NM-Classe através de complexos

celulares, e de uma interface para manipulagao “da informagao topoldgica” da representagao

Subconjuntos da NM-Classe sdo denomindos objetos hibridos por Wu [37].
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destes modelos, serao apresentados em Capitulo 4. Sobre esta representacao serao implemen-

tados os operadores booleanos.

2.5 Comparagao entre representacoes

Requicha e Rossignac[13] mostram uma comparacio entre dominios topolégicos de
modeladores geométricos, no sentido de mostrar as restricoes impostas aos modelos para
serem suportados por estes modeladores. Jugamos procedente reproduzir a (Figura 3) da
citada referéncia, para levantar elementos para as devidas comparagoes. A Figura 2.7, mostra

modelos de objetos para varios dominios topolégicos.

o
s amall
(©) (d) G

@ (b)

‘ae iR

® (©) (h

Figura 2.7: Dominio topoldgico: (objeto 2D). (a) variedade-2D,
(b) r-set, (c) s-set, (d) generalizacdo de s-set, (¢) NM-Classe,
(f) NM-Classe, (g) unido de subconjuntos abertos, (h) unido de
subconjuntos abertos ndo-regularizados, (i) NM-Classe e (j) Selec-

tive Geometric Complex

Neste exemplo, vemos que a NM-Classe cobre um grande dominio topolégico, e que
diferencia-se da representacao SGC, quanto a condi¢ao de organizagao das células, mesmo que
ambas representacoes utilizem estas entidades como sendo os elementos estruturais bésicos.
O TDM pressupoe sempre a condicao de formacao de complexos celulares, ou seja, células de
dimensao n sao sempre limitadas por células de dimensoes inferiores. Desta forma os objetos

modelados sao sempre fechados.
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2.5.1

Consideragoes sobre operadores booleanos em modelagem geométrica

Do ponto de vista das condicoes impostas para a concepcao de operadores booleanos

eficientes é necesséario: a condigao de fechamento e a representabilidade dos esquemas. Uma

andlise da aplicacdo dos algoritmos de operacao booleana aos objetos da NM-Classe pode ser

feita da seguinte forma:

Os esquemas de representacdo para sélidos ndo conseguem representar objetos da
NM-Classe corretamente, desta forma, os algoritmos projetados para este dominio,

nao conseguem tratar objetos mais complexos.

Por outro lado, estes mesmos algoritmos (projetados para o dominio dos sélidos) nao
podem ser adaptados facilmente para um dominio de representacdo mais genérico, pois
foram criados levando-se em consideracao caracteristicas do dominio e do esquema. de

representacao sobre o qual estao implementados.

Alguns esquemas de representacio estendidos conseguem representar os objetos da
NM-Classe. Os esquemas SGC e CNRG sao exemplos deste grupo. Entretanto, os
algoritmos de operacoes booleanas propostos nao podem ser aplicados sobre o TDM,
pois os resultados das operagoes podem ser objetos nao-fechados, e portanto nao re-

presentaveis através do TDM.

Diante destas colocagoes, procuramos estudar a possibilidade de conceber um con-

junto de operadores booleanos fechados sobre a classe dos objetos modelados por complexos

celulares e representdveis pela estrutura TDM. Os préoximos capitulos sao dedicados a esta

tematica.

Além disso, uma. descricao mais detalhada do TDM serd apresentada no Capitulo 4,

ja que esta estrutura fora utilizada como base para a representacao dos objetos da NM-Classe

para a implementacao dos operadores booleanos fechados.



Capitulo 3

Formulacao dos Operadores Booleanos
Fechados

Vamos esquecer, por enquanto, como representar os objetos que desejamos processar
e nos concentrar nas condi¢oes necessarias para a concepcao de operadores booleanos que
fornecam resultados vélidos e consistentes a partir do processamento de primitivas validas
no dominio da NM-Classe. Os objetos da NM-Classe tem como caracteristica comum o fato
de serem representacoes de conjuntos fechados. A nossa meta prioritdria é desenvolver um
conjunto de operadores booleanos, que fornega como resultados objetos (conjuntos) também
fechados. Partindo, deste raciocinio, propomos um conjunto de operadores booleanos fecha-
dos, ou seja, definidos pelo fecho das operagoes booleanas ordindrias correspondentes sobre

conjuntos primitivos fechados.

Introduzimos aqui algumas notagoes que utilizaremos ao longo do texto. Dado um
conjunto A, Figura 3.1.(a), os subconjuntos dos pontos interiores, complemento e fronteira

de A, sdo denotados por:

e ;A - conjunto dos pontos interiores a A, Figura 3.1.(b).

e A - complemento A em relacdo ao universo W, sendo A e A subconjuntos de W,
Figura 3.1.(e).

e bA - conjunto dos pontos da fronteira de A, Figura 3.1.(d).

O fecho do conjunto A, denotado por kA, é definido pela unido dos pontos de A com

os pontos da sua fronteiral., ou seja, kA =iA UbA = AUbA, Figura 3.1.(c).

L Alguns conceitos sobre topologia de conjuntos fechados e propriedades de conjuntos utilizados neste
Capitulo podem ser encontrados no Apéndice A
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Figura 3.1: Conjunto A - destaque para sua fronteira, interior, com-

plemento e fecho
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E facil mostrar que operadores booleanos ordindrios sobre conjuntos fechados, pode
produzir como resultado conjuntos nao fechados. Por exemplo, considere os intervalos fecha-
dos X =1[0,1] e Y = [1,2] subconjuntos da reta real (R); o conjunto resultante da diferenca
entre os conjuntos X eY é X —Y =[0,1). Este conjunto nao é um conjunto fechado, por-
tanto, os operadores booleanos ordindrios nao preservam a propriedade de fechamento para

conjuntos fechados.

Como o fecho de um conjunto qualquer é um conjunto fechado, langaremos mao
deste resultado para empreender aos operadores ordindrios de intersecao, uniao e diferenca a
operagao fecho. A idéia desta abordagem, baseada na proposta de Requicha e Voelcker [32, 23]
é “recuperar” as fronteiras dos conjuntos resultantes de um processo de operagao booleana.

Denominamos este conjunto de operadores de operadores booleanos fechados.

O primeiro passo desta proposta é equacionar a operacao fecho para um par de con-
juntos A e B fechados submetidos as operagoes ordindrias de unido, intersecdo e diferenca
para determinar um conjunto de operadores booleanos fechados sobre conjuntos fechados.
Veremos neste Capitulo que a partir das expressoes de operacao de uniao, intersecao e dife-
renca fechadas podemos conceber procedimentos para particionar os pontos do conjunto A
em relagao a B, e vice-versa, de tal forma que o problema de combinagoes booleanas seja re-
duzido ao problema de selecdo de subconjuntos de pontos de A e B. A este procedimento, que
particiona cada conjunto em subconjuntos de fronteira e interior e os relaciona com a frontei-
ra, interior e complemento do outro conjunto, denominamos classificagao de pertinéncia de

pontos.

Devido as diferentes dimensoes dos objetos, a classificagdo de pertinéncia dos nao é
trivial, pois as relacoes entre fronteira, interior e complemento de dois objetos estao intima-
mente relacionadas as dimensoes do espago “universo” (ou ambiente) no qual estao ambos os
objetos e dos préprios objetos. Por exemplo, o intervalo X = [0,1] C R, pode ser decomposto
em subconjuntos de fronteira e interior, bX = {0,1} e iX = (0, 1), respectivamente. Para

este mesmo conjunto no plano (R?), os subconjuntos seriam dados por bX = [0,1] e iX = (.

Para uniformizar as relacoes entre interior, fronteira e complemento de dois conjuntos
propomos, ainda neste Capitulo, uma fungao classificagdo de pertinéncia de conjuntos baseada
em um espaco com dimensao sensivel a variagao das dimensoes das primitivas e que assegura

a consisténcia dos resultados dos operadores booleanos fechados.
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3.1 Operadores booleanos fechados

Os operadores booleanos fechados sao determinados pela aplicagao do fecho ao con-
junto resultante das respectivas operagoes ordinarias. As operagoes booleanas fechadas entre

dois conjuntos A e B podem ser expressas por:

e Intersecio fechada: A® B = k(AN B)
e Uniao fechada: A® B = k(AU B)

e Diferenca fechada: A© B = k(A — B)

E mais conveniente incorporar diretamente a operacao fecho a computacao da funcao
de classificacao de pertinéncia, e ndo determinar as operagoes booleanas ordindrias e somente
depois empreeender o fecho no conjunto resultante; desta forma, consegue-se estabelecer
qualquer combinacao booleana fechada através da selecao de entidades dos conjuntos A e B

diretamente. Vejamos agora, como equacionar cada um dos operadores booleanos fechados.

3.1.1 Intersecao fechada

Dados dois conjuntos A e B no espago W, definimos a operagao booleana de intersecao

fechada entre estes dois conjuntos como:

A®B=k(ANB) (3.1)

Proposicao 1 A intersecio fechada entre dois conjuntos A e B, ambos da NM-Classe, em
relagdo ao universo W pode ser expressa em funcgao dos operadores booleanos ordindrios como

seque:

A®B = [((ANiB)U(bANIB)|UI[(bBNiA)U (BB NbA) (3.2)

Prova 1 Dado que A e B sdao fechados, entdo:

K(ANB) = k(A)Nk(B)

= ANB (3.3)



3.1 Operadores booleanos fechados 27

Particionando o conjunto B em funcgao dos pontos e interiores e de fronteira, tem-se:

k(ANB) = AnN(iBUbB) (3.4)

Aplicando-se a propriedade distributiva, obtém-se:

K(ANB) = (ANiB)U(ANbB)

= (BNA)U (BN A) (3.5)

Ezxplicitando o conjunto A em funcao de sua fronteira e do seu interior, como fora

feito em relagcao o B, temos:

K(ANB) = [iBN(AUbA)UBBN (iAUDbA)] (3.6)

Novamente, pela propriedade distributiva determinamos a expressao do fecho da in-

tersecao:

K(ANB) = [(iBNiA)U(iBNbA)U(BBNiA)U (bB N bA)] (3.7)

Rearrumando os termos da equacdo (3.7) chegamos a expressio (3.2) e completamos

a prova.

A equagao (3.2), portanto, representa a operagao booleana de intersegao fechada entre
dois conjuntos fechados A e B, em fun¢ao dos operadores ordindrios e relagoes entre fronteira,

interior e complemento destes conjuntos.

3.1.2 Uniao fechada

Dados dois objetos A e B da NM-Classe, definimos a operacao booleana de unifo

fechada entre estes dois conjuntos por:

A®B=k(AUB) (3.8)

Proposigao 2 A unido fechada entre dois conjuntos A e B, ambos da NM-Classe, em relagdo
ao universo W pode ser expressa em func¢ao dos operadores booleanos ordindrios como seque:
AeB=[(iA—-B)U(@iB—-A)U(iANiB)U(bA—B)]U

(3.9)
[(bB — A)U (bANiB)U (1ANbB) U (bANDbB)]
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Prova 2 Considerando que A e B sdo fechados e a defini¢ao de fecho temos:
k(AUB)=1i(AUB)Ub(AUB) (3.10)
Da propriedade de conjuntos que reza que um ponto a de um conjunto A é um ponto

de fronteira de A, em relagcdo ao universo, se cada vizinhanga de a intercepta ambos A e A,

pode-se expandir a expressio b(A U B) como:

b(AUB) = (bANiB)U (iANbB) U BANBB N k(AN B)] (3.11)

Sendo os conjuntos A e B fechados (A = kA e B = kB), deduz-se que A = iA e

B = iB. Neste caso, as relacoes bANiB e iANbB tornam-se equivalentes a:

bANiB = bANB=bA-B (3.12)
bBNiA = bBNA=0bB- A (3.13)

Dado que bANbBB N k(AN B) = bANbB, pelo mesmo fato dos conjuntos serem

fechados, a equacdo (3.11) poderd ser manipulada e reescrita como seque:

b(AUB) = (bA — B) U (bB — A) U (bANbB) (3.14)

considerando a fronteira, interior e complemento de um conjunto A em relagdo ao

universo W, dado que (A C W), podemos expandir a expressio i(A U B) como seque:

i(AUB) = (iANiB)U(iANiB)U[iANiBNk(AN B)] (3.15)

A partir das propriedades utilizadas na explicita¢ao da equacdo (3.14), deduzimos as

relagoes iANiB e iANiB como:

iANiB = iANB=iA—B (3.16)

iBNiA = iBNA=iB-A (3.17)
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Pelo fato dos conjuntos A e B serem fechados, deduzimos facilmente a relagdo iA N
iBNk(ANB) = (iANbB) U (bANiB)U (iANbB). Assim, a equacio (5.15) pode ser

reformulada para:

i(AUB) = (iA— B)U (iB — A)U (iANiB) U (bANiB) U (iANbB) (3.18)

Agrupando-se as expressoes (3.14) e (3.18) temos a expressao para a operagdo boo-

leana de unido fechada entre dois conjuntos da NM-Classeé:

E(AUB) = [(iA — B)U (iB — A) U (iANiB) U (bA — B)]U
(3.19)
[(bB — A) U (bANiB) U (iANbB) U (bA N bB)]

Rearrumando os termos da equagdo (3.19) chegamos a expressio (3.9) e completamos

a prova.

A equacao (3.9) representa a operacao booleana de unido fechada entre os conjuntos
fechados A e B da NM-Classe em termos das relagoes de fronteira, interior e complemento

dos conjuntos A e B e das operagoes booleanas ordindrias.

3.1.3 A diferenca fechada entre dois conjuntos

Vale ressaltar que a operagao de diferenca fechada entre dois conjuntos A e B, assim
como a operacao booleana de diferenca ordindria, ndo é comutativa; desta forma, ela pode

ser definida por:

e A diferenca fechada (A © B) - representa o conjunto dos elementos de A, mas que nao

pertencem a B.

e A diferenca fechada (B © A) - representa o conjunto dos elementos de B e que nao

pertencem a A.

A dedugéo deste operador serd feita para (AS B), pois, (BS A) pode ser determinada

pela simples alternancia na ordem dos conjuntos A e B na expressao (A © B).
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3.1.3.1 A diferenca fechada Ao B

Dados dois conjuntos A e B, ambos fechados, a operagdo booleana de diferenga

fechada entre ambos, denotada por A © B, é definida por:

A© B =k(A-B) (3.20)

Proposicao 3 A diferenca fechada entre dois conjuntos A e B, ambos da NM-Classe, em
relagdo ao universo W pode ser expressa em funcgao dos operadores booleanos ordindrios como

seque:
AeB=(iA—B)U((bA—-B)U(iANbB)U (bANbB)* (3.21)
sendo (BANDBB)* =bANbBNE(ANB) C (bANbB).
Prova 3 Utilizando a expressio que relaciona fecho, interior e fronteira de um conjunto,
pode-se expandir a equacdo (3.20) para:
k(A—B)=14(A—B)Ub(A— B) (3.22)
Novamente, temos a expressao de fecho de um conjunto em termos de seu interior e
fronteira. Primeiro vamos desenvolver o termo i(A — B), tomando as propriedades relativas
ao interior e ao fecho de um conjunto i(ANB) =iANiB, e kB =iB, ei(ANB) = iANkB,

e por consequinte esta ultima equacdo pode ser reescrita i(A — B) = iA — kB. Como B €

fechado, entdo kB = B, chegamos a expressao conclusiva:

i(A—B)=iA-B (3.23)
Considerando a relagao (AN B) = (bANiB) U (1ANbB) U [bANDLB NE(AN B)]
e

que estabelece a relacdo entre fronteira de dois conjuntos quais, e as rela¢ oes iB = B

A— B = ANB, considerando A e B fechados, deduzimos que:

b(A—B)=(bA—B)U(iANbB)UBANbBBN k(AN B)] (3.24)
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O termo [bANbB N k(AN B)], subconjunto de bA N bB, serd denotado por (bA N
bB)*. Este conjunto expressa os pontos da fronteira do conjunto formado pela composi¢ao das
parcelas que o antecedem na equacao (3.24), isto é, (hA—B) e (1ANbB) e o subconjunto (1A—
B) da equagdo (3.23). Portanto, o grupo (bANbB)* representa os pontos que “faltam” para
compor a fronteira de (A — B), garantindo que o conjunto resultante da operacdo diferenca

seja fechado. Dai podemos reescrever a equacao (3.24) como:

b(A— B) = (bA — B) U (iANbB) U (bA N bB)* (3.25)

Das equagoes (3.22), (3.23) e (3.25), chegamos a relagao final da diferenca fechada

entre dois conjuntos:

k(A—B) = (iA— B)U (bA— B)U (iANbB) U (bANbB)* (3.26)

Rearrumando-se a equacao (3.26) chegamos a expressao da diferenaca fechada entre

0s conjuntos A e B expressa pela equagdo (3.20), concluindo a prova.

A equagao (3.20) representa a operacao booleana fechada A6 B, expressa em fungao das ope-
ragoes booleanas ordindrias e as relagoes de fronteira, interior e complemento dos conjuntos

A e B pertencentes a NM-Classe.

3.1.3.2 A diferenga fechada para B& A

Dados os mesmos dois conjuntos A e B, ambos fechados, a operacao booleana de

diferenca fechada entre ambos pode ser definida por:

BoA=k(B-A) (3.27)
A expansio da equacio (3.27), pode ser realizada & semelhanca do procedimento feito

para a expansao da equagao (3.20), permutando-se os conjuntos A e B. Assim, temos que

i(B — A) pode ser expressa por:

i(B—A)=iB—A (3.28)
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e a relacao b(B — A) por:

b(B — A) = (bB — A) U (iB NbA) U (bB N bA)* (3.29)

O termo (bBNbA)* representa as fronteiras comuns de ambos o0s conjuntos, mas que
sao adjacentes aos termos iB — A, (bB — A) e (iB N bA). Desta forma a expressao B © A

pode ser organizada como:

BoA=(iB—A)U®bB — A)U(BNbA) U (bANbB)* (3.30)

Pelos motivos j4 mencionados na se¢ao anterior, a parcela (bBNbA)* recupera a fron-
teira do conjunto formado pela aplicacao da operagao diferenca em dois conjuntos primitivos,

garantindo que o resultado seja um conjunto fechado.

3.1.4 Resumo da formulagao dos operadores booleanos

As equacoes (3.2), (3.9),(3.21) e (3.30) nos permitem identificar oito subconjuntos de
pontos basicos para determinar qualquer combinacdo booleana fechada. Esses oito subcon-
juntos sao agrupados na Tabela 3.1. Atribuimos a cada grupo um identificador (ID) para

facilitar referéncias posteriores.

Grupo ID
iA N iB 1
iA - B 2
iB — A 3
bA N iB 4
bB N iA 5
bA — B 6
bB — A 7
bA N bB 8
(bA N bB)* | 8*

Tabela 3.1: Subconjuntos basicos para combinagdes booleanas fechadas

O grupo (bANbB)* é um subconjunto do grupo (bA N bB). Este grupo representa
somente as entidades de fronteira comuns a A e a B e adjacentes as entidades identificadas

pelas equagoes (3.21) e (3.30). O resultado mais importante desta nossa abordagem é que
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as operagoes booleanas fechadas entre dois objetos A e B fechados podem ser expressas
como combinacoes das operacoes booleanas ordindrias e relacoes entre interior, fronteira e

complemento de A e B.

Note-se que esta formulacao dos operadores booleanos fechados leva em consideragao
somente as caracteristicas dos objetos processados, e nao suas representagoes. Isto torna
a descricao dos operadores relativamente independente da sua implementacao, com isto, o

algoritmo pode ser implementado para diferentes esquemas de representacao.

A aplicacao dos operadores fechados sobre uma classe de objetos fechados requer a

concepcao de um algoritmo que seja capaz basicamente de processar as seguintes informacoes:

1. identificacdo os subconjuntos que formam a fronteira, o interior e o complemento de

cada objeto,

2. estabelecimento das relagoes entre os subconjuntos de ambos os objetos, afim de iden-

tificar os grupos da Tabela 3.1, e

3. o agrupamento destes subconjuntos de entidades para a composicao do resultado de

qulaquer operacao booleana fechada.

A identificacao dos pontos de fronteira, interior e complemento de um conjunto é
viabilizada através da classificacao da vizinhanca dos pontos do conjunto. A vizinhanca é um
ito relati is, 1 id a bient de i 30%) d
conceito relativo, pois, leva em consideragdo o espago ambiente (ou espaco de imersao®) do
conjunto. Por exemplo, um ponto sobre uma reta tem como vizinhanca um intervalo aberto
nesta reta; enquanto se o considerarmos sobre um plano a vizinhanca serd um disco aberto

de raio positivo centrado no ponto.

A correlacio das informacoes sobre as vizinhancas dos pontos de dois conjuntos permi-
te a identificagdo dos grupos da Tabela 3.1 e, por conseqiiéncia, a determinagao das operagoes
de intersec¢ao, uniao e diferencga fechadas entre ambos os conjuntos fica condicionada apenas
a selecao conveniente dos grupos que as compoem. Este processo é denominado classificacao
de pertinéncia de pontos. A classificacao de pertinéncia de pontos de um conjunto em relagao
a outro conjunto, quando as dimensoes destes conjuntos sao diferentes, exige uma uniformi-
zagao na dimensao do espago, ji que as relagoes de fronteira, interior e complemento de um

conjunto mudam com a dimensao do espaco de imersao.

Diante destes argumentos, lancamos a proposta de uma funcao de classificacao de per-

tinéncia de pontos apoiada sobre um espaco de imersao minimo. O espago de imersao minimo

2traducdo de embedding space
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tem como finalidade propiciar consisténcia nos resultados da classificacdo de pertinéncia de

pontos para objetos com diferentes dimensoes.

3.2 Espaco de imersao minimo

A nocio de espago de imersio é tomada pela relagdo do espaco topolégico e o conceito
de bola topolégica aberta, os quais vamos introduzir a seguir. Um espaco topolégico é um
par (W, 1), sendo W um conjunto, 7 uma classe de subconjuntos abertos de W denominada

topologia de (W, 7), que satisfazem as seguintes condigoes:

1. A uniao de qualquer cole¢ao de conjuntos abertos é aberto.

2. A intersecao de quaisquer dois, ou de qualquer nidmero finito de conjuntos, abertos

resultante em um cojunto aberto.

w

. O conjunto vazio ) é aberto.

N

. O conjunto universo W é aberto.

Entendemos como uma bola topolégica aberta B™(p) “centrada” em um ponto p de
um conjunto qualquer como um conjunto de pontos no espago n-dimensional topologicamente
equivalente a uma bola aberta B"(p; R). Uma bola aberta centrada em p e com raio R

positivo, no espago (W, 7) é definida por:

B"(p;R) ={z| |z| <R, z€ W} (3.31)

x representa o conjunto dos pontos de B(p; R) e n a dimensao do espago considerado, no
caso a dminesdo de W. Considerando que nosso interesse recai sobre o espago euclidiano
n-dimensional, com n limitado & dimensao trés, vamos considerar daqui para frente que

W =%R" comn=1,2,0u 3.

A vizinhanga de um ponto p em rela¢ao a um conjunto C' do espago topoldgico (W, 1),
denotada por N(p, C), é definida por [30]:

N(p,C) = B*(p) N C (3.32)
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O termo B(p) N C representa os pontos de C' cuja distancia para p é menor do R. Da
definicao de vizinhanca podemos escrever as seguintes propriedades para fronteira, interior e

complemento de um conjunto em relagao a um espaco W':

e completa, se N(p,C) = B"(p), ou seja, se p pertence ao interior de C.
e nula, se N(p,C) = ), ou seja, se p pertence ao complemento de C.

e parcial, se N(p,C) # B"(p) e N(p,C) # 0, ou seja, se p pertence & fronteira de C.

A Figura 3.2 ilustra as vizinhancas de alguns pontos de um conjunto Cy. No caso,
C' representa uma superficie com bordas, e a analise da vizinhanca dos pontos em relacao

a0 espaco W = R? determina os subconjuntos de fronteira, interior e complemento de C Iz

Figura 3.2: Vizinhanca completa (P), parcial (@ e R) e nula (5)

em relacdo a uma superficie

Dado um conjunto A no espaco W, A C W, chamamos W de espago de imersao de

A. Dado um subespaco W' de W, para o qual existe uma bola aberta B™(p), se em W':

IN(p,A) = B™(p)

e m é o menor valor inteiro que satisfaz a relacido acima. Denominamos W' de espago de

imersao minimo do conjunto A.

A Figura 3.3 mostra virios objetos e seus respectivos espacos de imersao minimos.

Os objetos mais escuros representam sélidos, enquanto os pontilhados representam faces.De
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maneira geral, os pontos interiores a uma curva, a uma superficie e a um sélido sdo topo-
logicamente equivalentes a um intervalo aberto, um disco aberto ou a uma esfera aberta,
respectivamente. Como a vizinhanca completa é tomada em relacdo aos pontos interiores, os
espacos de imersdo minimos para curvas, superficies, e sélidos sio a reta real, o plano R?, e

o espaco tridimensional R3, respectivamente.

VAR
=

Figura 3.3: Espacos de imersdo minimos para objetos compostos

por arestas, faces e sélidos

As nocoes de fronteira, interior e complemento de um conjunto qualquer dependem
da dimensao do espaco de imersao, e isto é muito relevante na nossa proposta, pois as classifi-
cagoes de pertinéncias serao tomadas localmente em relagao a cada objeto. O processamento
local em representacoes B-REPé essencial, pois, pode-se fazer uso do paradigma dividir-e-
conquistar e com isso, operagoes como intersecoes geométricas sao realizadas apenas entre
vértices, arestas e faces diretamente, e os resultados utilizados para inferir intersecoes para

entidades sélidas.

Como a identificacdo do espago minimo viabiliza explorar propriedades locais dos
conjuntos, o processo de filtragem topolégica utilizado para a eliminacao de entidades redun-
dantes dos objetos resultantes das operagoes booleanas é bastante facilitado quando identifi-
camos o espaco minimo do objeto. O espago minimo pode ser considerado para subconjuntos

de entidades de um objeto A qualquer, e guarda as propriedades relacionadas acima.

Para dois conjuntos A e B e os espagos Wy, Wp, com A C Wy, B C Wpg, os grupos
da Tabela 3.1 sao determindveis a partir da classificacdo da vizinhanca dos pontos de cada

conjunto e a correlagdo destas informagoes. No entanto, como os componentes dos conjun-
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tos A e B sao heterogéneos quanto a dimensao é necessirio determinar o espago de imersao

minimo comum a A e B. Sobre este *

‘novo” espaco serao determinados os subconjuntos que
compoOem a fronteira, interior e complemento de ambos o0s conjuntos e entao, proceder a clas-
sificacao de pertinéncia dos pontos de cada conjunto em relagdo ao outro conjunto, tomando
como referéncia o espagco de imersao minimo de ambos os conjuntos. Esta classificacao de

pertinéncia determina os grupos indicados na Tabela 3.1.

3.2.1 Espago de imersao minimo comum

Ao considerarmos dois ou mais conjunto podemos determinar consistentemente a
vizinhanca dos pontos em relacdo a estes conjuntos desde que sejam atribuidos aos pontos
destes 0 mesmo espago de imersao. A Figura 3.4 ilustra a classificacao de vizinhanga dos
pontos P, P», P3 e Py em relacdo a dois conjuntos C; e Cs, considerando que o espago de

imersio comum aos dois seja B2(p), Vp € Cy, Cs.

N(PLCLR@ N(P2,CLR)®  N(P3.CLR)©
N(PLCZR) &  N(P2C2R)(®  N(P4CLR) @
N(P3.CZR)(D N(P4C2R) @

Figura 3.4: Classificagdo de vizinhanc¢a dos pontos em relacdo a dois

complexos celulares.

Quando as vizinhancgas de um ponto p em relacdo a dois complexos celulares tiverem
espacos de imersao (locais) distintos, precisa-se “normalizar” esses espacos de tal forma que
as classificagoes de vizinhanca de p em relagdo a ambos os complexos sejam consistentes.
Normalizamos esses espagos com a menor bola topoldgica B*(p) que cubra a unido das vi-
zinhangas de p. Esta bola é denominada espago de imersao minimo comum. Veremos
a seguir que essa normalizacdo pode ser feita com base na classificacdo de vizinhanca dos

pontos em relacdo a cada complexo ao qual eles fazem parte individualmente.
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Consideremos duas células A e B de dimensao até dois (vértices, arestas ou faces),
cujos pontos foram devidamente classificados em relacao a dois complexos celulares, C4 e Cp,
aos quais elas fazem parte. Se essas duas células se interceptam em um ponto p, distinguem-
se basicamente trés situacdes quanto a relacdo de pertinéncia entre as vizinhangas N (p,Cjy)

e N(p,Cp) classificadas, respectivamente, conforme os espacos de imersiao B*(p) e B!(p):

1. A vizinhanga N(p,C4) estd contida em N(p,Cp), ou vice-versa: Considera-se como
a dimensdo do espaco de imersio minimo comum max{k,/}. As Figuras 3.5.(a,b)
mostram duas células que se sobrepdem. Na Figura 3.5.(a) sdo apresentadas duas
curvas cujos pontos p sao classificados na base de B!(p); portanto, a dimensao do
espaco de imersdo minimo comum é 1. Enquanto na Figura 3.5.(b) os pontos p das
células sao classificadas com base em B! (p); porisso, a dimensao do espago de imersao
minimo comum é 2. Na Fig 3.5.(c) um segmento (cujos pontos p tem como o espaco
de imersio minimo B'(p)) intercepta com o bordo de um poligono (cujos pontos p
classificados de acordo com o espaco de imersio B?(p)); entdo, o espago de imersio
minimo comum a duas células é 2. Finalmente, na Figura 3.5.(d) uma curva intercepta
com o interior de um poligono; segue-se que a dimensao do espago de imersao minimo

comum ¢é 2.

Figura 3.5: Espacos de imersao minimo para vizinhangas sobrepos-

tas.

2. As vizinhancgas N(p,C4) e N(p,Cp) sdo parciais e disjuntas: Considera-se como a
dimensao do espago de imersao minimo comum a dimensao da menor bola topoldgica

B’(p) que inclui tanto os pontos de N(p,C4) quanto os pontos de N(p,Cpg). Em



3.2 Espaco de imersao minimo 39

modelagens restritas a R, pode-se mostrar que a dimensdo do espaco de imersio
minimo comum é sempre max{k,/}. A Figura 3.6(a) ilustra a intersecao de uma curva
e um poligono num ponto p. Em relagao ao poligono, este ponto tem como espago de
imersio minimo B?(p); e em relacio & curva, o espaco B'(p); entdo, a dimensdo do
espaco de imersao minimo comum é 2. Caso dois poligonos se interceptam num seg-
mento (Figura 3.6.(b)), este segmento tem vizinhangas homeomorfas a “semi-discos”;
portanto, a dimensio do espago de imersdo minimo é também 2. Na Figura 3.6.(c) é
apresentado o caso de intersegao de duas curvas num ponto extremo p, cujo espag de

imersao minimo é B!(p); segue-se que o espaco de imersio minimo comum ¢é 1.

@

(b)

Figura 3.6: Espacos de imersao minimo para pontos com vizinhancas

parciais.

3. As vizinhangas N(p,C4) e N(p,Cp) sao disjuntas e uma delas é completa: Como
no caso anterior, considera-se como a dimensao do espaco de imersao minimo comum
a dimensdo da menor bola topoldgica B7(p) que inclui tanto os pontos de N(p,Cx)
quanto os pontos de N(p,Cp). Em modelagens restritas a R3, pode-se mostrar que
a dimensao do espago de imersao minimo comum é sempre (max{k,l(} + 1). A Figu-
ra 3.7(a) apresenta a intersegao de uma curva e um poligono num ponto p. Em relagao
ao poligono este ponto é classificado com base em B?(p) e em relacio A curva, B'(p);
entdo, a dimensao do espacgo de imersao minimo comum é 3. Caso dois poligonos
se interceptam num segmento (Figura 3.7.(b)), os pontos deste segmento sdo ambos
classificados em relagao a uma bola topoldgica bidimensional; assim, a dimensdo do
espago de imersao minimo é também 3. Na Figura 3.7.(c) temos a interse¢ao de duas

curvas num ponto, cujas vizinhancas sao classificadas de acordo com a bola topoldgica
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unidimensional; portanto, a dimensao do espago de imersao minimo comum é 2.

@

(b)

Figura 3.7: Espacos de imersdo minimo para vizinhangas disjuntas,

sendo uma delas completa.

Ressaltamos aqui que, por questao de consisténcia, ao alterarmos o espaco de imersao
dos pontos de uma célula, precisamos reclassificar todas as células vizinhas recursivamente
até que nao haja ambiguidade na distingdo entre os pontos de fronteira e os pontos do interior

para o operador fecho.

Ressaltamos aqui que, por questao de consisténcia, ao alterarmos o espaco de imersao
de um conjunto, precisamos reclassificar todos os seus subconjuntos recursivamente até que
nao exista ambigiiidade na distingao entre os pontos de fronteira e os pontos do interior para
o operador fecho. Por exemplo, dado um conjunto composto por uma face e um conjunto de
aresta, seu espaco de imersio minimo é o R?. A classificacio de vizinhanca identifica que a
face é o interior do conjunto, pois possui vizinhanga completa, e as arestas e vértice compoem

a sua fronteira, Figura 3.8.(a).

Caso o conjunto seja imerso no espaco R> é necessério que faca-se uma reclassificacio

das vizinhancas, pois estes resultados influenciam diretamente na classificacdo de pertinéncia.

3.3 Funcao de classificacao de pertinéncia

Sejam dois conjuntos A e B. A funcdo de classificacdo de pertinéncia, denotada por

FCPC, tem como finalidade identificar as relagoes entre os pontos de fronteira, interior e
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/>

@

[

(b)

Figura 3.8: Relacdes de fronteira e interior para um conjunto em

relacio aos espacos de imersio R? e R3

complemento destes conjuntos. Este processo engloba duas etapas definidas como:

1. a classificacao das vizinhancas dos pontos de A e B: as vizinhancas dos pontos dos
conjuntos A e B sao analisados em relacdo a um espaco de imersdo comum, e como
resultado sdo identificados os subconjuntos iA4, bA, A, iB, bB e B. As Figuras 3.9.(b-
c) ilustram a classificacido de vizinhangas para uma face e uma aresta em relacdo ao
espaco minimo comum R2. A dimensdo 2 é devido a vizinhanca completa em relacdo

aos pontos comuns.

2. a correlacdo das informacdes das vizinhancas dos pontos: as vizinhancas de cada
ponto sao comparadas para a extracao da informacao sobre a pertinéncia dos pontos
de um conjunto em relacao ao outro. Desta forma, os conjuntos A e B devem ser
particionados de acordo com a Tabela 3.1. A Figuras 3.9.(d) ilustra a classificacdo
de pertinéncia para uma face e uma aresta em relacio ao espaco minimo comum R2,

através da andlise das vizinhancas obtidas no item anterior.

Uma andlise rapida dos tipos de pontos existentes em cada grupo de subconjuntos
listados na Tabela 3.1 nos leva a concluir que a particao, em termos do tipo de vizinhanca,

deve ser feita de acordo com os seguintes critérios:

e grupo 1: os pontos que tenham a vizinhanga completa em relagdo a A e em relagao

a B, ou seja, interior de A comum ao interior de B. A Figura 3.10.(b) mostra um
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3
‘o

bB
bB-A
AN bAN bB

© bB-A / (@
bAn bB

Figura 3.9: Classificacdo de vizinhancas para conjuntos em relacdo

a0 espaco de imers3o minimo comum R?

exemplo para a intersecao entre duas faces em relacao ao espago de imersao comum

R2.

e grupo 2: os pontos que tenham a vizinhanca completa em relagao a A e a vizinhanca

nula em rela¢ao a B. Exemplo na Figura 3.10.(c).

e grupo 3: os pontos que tenham a vizinhanca completa em relagao a B e a vizinhanga

nula em relacio a A. Exemplo na Figura 3.10.(d).

e grupo 4: os pontos que tenham a vizinhancga parcial em relagio a A e a vizinhanca

completa em relacao a B. Exemplo na Figura 3.10.(e).

e grupo 5: os pontos que tenham a vizinhanca parcial em relagao a B e a vizinhanga

completa em relacdo a A. Exemplo na Figura 3.10.(f).

e grupo 6: os pontos que tenham a vizinhanga parcial em relagao a A e a vizinhanga

nula em rela¢ao a B. Exemplo na Figura 3.10.(g).

e grupo 7: os pontos que tenham a vizinhanca parcial em relacdo a B e a vizinhanca

nula em relacao a A. Exemplo na Figura 3.10.(h).

e grupo 8: os pontos que tenham a vizinhanga parcial em relagao a A e a vizinhanga

parcial em relacdo a B. Exemplo na Figura 3.10.(i).

O grupo (bANbB)* é definido em fungao dos grupos 2, 5 e 6 para a operacio (A6 B),

e dos grupos 3, 4 e 7 para a operacao (B © A). Desta maneira, podemos considerar que,
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.
1

@ © ®
L]
L]
0]
@@ )

Figura 3.10: Subconjuntos de classificacdo de pertinéncia

tendo esses 8 grupos identificados, gera-se qualquer combinagdo booleana entre A e B. Se a
operacao for diferenca fechada, basta aplicar o operador fecho sobre os grupos 2, 5 e 6 para
obter (bANbB)*, ou sobre os grupos 3, 4 e 7 para a operacao (B © A), como refinamento de

(bANbB). A Figura 3.11 exibe um exemplo que esclarece esta situacio.

Exemplo 1 Dados os objetos A e B em projecao ortogrdfica, Figura 3.11, destacando o
refinamento do grupo 8 de entidades fundamentais, que passa a ser referenciado como grupo
8* (vértices da Figura 3.11.(e)).

Exemplo 2 A Figura 5.12 exemplifica a identificacdo dos subconjuntos de fronteira, interior,
e complemento que resultam da intersecao entre uma superficie e uma curva, bem como as

relacoes entre estes subconjuntos que determinam os grupos listados na Tabela 5.1.

Neste exzemplo, o0s espacos minimos da curva e da superficie sio ® e R2. A relacio
entre os pontos de vizinhancas completas determina o espaco de imersio minimo W = R?,
para a classificacdo de pertinéncia dos pontos de classificagdo, pois, a vizinhang¢a completa
para a curva é um intervalo aberto contido em um disco aberto que representa a vizinhancga
completa da superficie. De acordo com os critérios de classificacdo apresentados anterior-

mente sao determinados os grupos da Tabela 3.1.

No Capitulo seguinte apresentamos um algoritmo para a classificagao de pertinéncia
da objetos da NM-Classe modelados através de complexos celulares. Mostraremos como

viabilizar um processo para o mapeamento dos conceitos de vizinhanca e pertinéncia para
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(@ (b) (@]

(d) ® ()

Figura 3.11: Operagdo booleana de diferenca: (a) objeto A (Face
A) e objeto B (Face B), (b) posicionamento, (c) entidades do grupo
8, (d) entidades do grupo 8%, (e) resultado para A © B (erréneo), e
(f) resultado para A © B (correto)

Figura 3.12: Identificacdo dos grupos gerados pela classificagdo de

pertinéncia
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estes modelos, ji que a aplicagao destes conceitos para implementacoes nao se d4 de forma
direta [30].



Capitulo 4

Algoritmo de Operacao Booleana Fechada

para uma Representacao da NM-Classe

O inconsciente me assombra e eu nele rolo
com a edlica fiuria do harmata inquieto
( “Agonia de um Filésofo” - Augusto dos Anjos)

No Capitulo anterior apresentamos a formulagdo de um conjunto de operadores bo-
oleanos fechados, que garantem a propriedade de fechamento para conjuntos fechados, sem
nos preocuparmos com um dominio de representacao em particular, nem com detalhes imple-
mentacionais. No corrente Capitulo propomos um algoritmo para os operadores booleanos
fechados aplicados a uma classe de objetos especifica, a NM-Classe. Esta classe engloba ob-

jetos formados por conjuntos limitados e fechados em relacio ao espaco de imersao W C R3.

Os modelos dos objetos da NM-Classe sao descritos através do conceito de comple-
xos celulares, j& que os complexos celulares sao conjuntos fechados[21] e atendem a condigao
dos operadores booleanos fechados que exige que os objetos primitivos sejam fechados. A
representacdo computacional dos modelos fica a cargo de uma estrutura de dados com uma
interface funcional para manipulacao das entidades topolégicas. Wu [37] propos uma estrutu-
ra de dados com uma interface funcional para representar computacionalmente os complexos
celulares. Esta estrutura é denominada Modelo de Dados Topoldgicos ( Topological Data Mo-
del) ou simplesmente TDM. Como esta estrutura de dados foi utilizada para a implementagao
dos operadores booleanos fechados, faremos uma breve descricdo de suas funcionalidades na

secao 4.2.

No processo de operacao booleana, é necessario que se processe as intersecoes entre

os objetos. Como resultado das intersecoes entre dois objetos A e B, sao identificadas as
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partes comuns dos objetos. Na maioria dos algoritmos de operacoes booleanas para represen-
tacoes B-REP, utiliza-se somente algoritmos que processam intersecoes entre pontos, curvas
e superficies e as intersecoes de objetos sélidos sao determinadas implicitamente a partir da
informacoes daquelas entidades, ja que algoritmos para intersecoes de sélidos diretamente nao
sao vidveis. Nossa proposta, também, baseia-se na divisao do problema em etapas distintas
para chegarmos a uma solu¢ao do problema como um todo, desta forma, poderemos utilizar
algoritmos ja desenvolvidos, principalmente na implementacao de algoritmos de intersecao
geométrica que veremos no Capitulo 5 e, também aproveitar as propriedades dos complexos

celulares para a classificacao de pertinéncia através do paradigma dividir-e-conquistar.

J& que os complexos celulares sao formados por conjuntos mais simples, sugerimos
um algoritmo de operagao booleana que baseia-se na operacionalizacao da classificacdo de
pertinéncia localmente nos modelos. Desta forma, o conceito de espaco de imersdo minimo
serd, vital para esta abordagem, pois, a consisténcia das informacgoes sobre a classificacao de
pertinéncia serd conseguida através dele. Este Capitulo serd iniciado com uma descri¢ao dos
complexos celulares, passando em seguida para uma apresentacdio do TDM e o restante do
espagco serd dedicado a apresentacdo de um algoritmo de operacgao booleana fechada para os

complexos celulares.

4.1 Modelagem da NM-Classe através de complexos celulares

Wu [35] langou uma proposta para a modelagem da NM-Classe utilizando o conceito
de complexos celulares. Os complexos sao formados por colegoes de conjuntos n-dimensionais,
abertos, disjuntos e conexos denominados células. As células sdo os elementos basicos sobre
0s quais estd baseado o esquema de representacao TDM, mas, cada célula no TDM esta
estritamente relacionado a um complexo por um conjunto de condigoes que determinam
a existéncia dos complexos. Restringimos a nossa discussao para complexos celulares que
sejam subconjuntos do espaco euclidiano tridimensional, desta forma, o espago de imersao

R™ e consequentemente as células-n terdo dimensdes n =10,1,2 e 3.

A modelagem de um objeto através da decomposi¢ao celular subdivide o objeto em
subconjuntos (células) mais simples e inter-relacionados, facilitando a obtengao de informagao
acerca da geometria e topologia deste objeto a partir do paradigma dividir-e-conquistar [31].

Nesta secao introduziremos os conceitos acerca dos complexos celulares.
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4.1.1 Célula n-dimensional

Uma célula n-dimensional, ou simplesmente uma célula-n, é um subconjunto do es-
paco R™ homeomorfo a uma bola aberta n-dimensional definida como: B(p,R) = {z | |z|<
R,z C R™}. z representa o conjunto dos pontos de uma bola n-dimensional aberta de raio

R centrada em p [11].

Uma célula-n denotada por e, tem dimensao representada por dim(e)=n e o seu fecho,
denotado por k(e), é um espago formado pela célula e e suas fronteiras, formadas pela uniao
de células de dimensoes menores do que n. A Figura 4.1 ilustra exemplos de células de

dimensoes 0,1,2 e 3.

o célula-0
2 célula-1
Pommmmmmmad "
| i célula-2
,,,,,,,,,,,,,,,,, N
T — P
””””””” *; célula-3
I
I
| 2
I
|
| .

Figura 4.1: Exemplos de células-n: paran =0,1,2¢e 3

Na literatura de modelagem geométrica, as células-0, células-1, células-2 e células-
3 sdo denominadas vértice, aresta, face e sélido, repectivamente. As células-0, células-1,
células-2 e células-3 serdo referenciadas neste texto como entidades topoldgicas fundamen-
tais, ou simplesmente entidades fundamentais. As células-3 juntamente com as entidades

fundamentais compdem o que chamamos entidades topolégicas de um objeto!.

A cada célula podemos vincular um espago no qual esteja imersa. Por exeplo, célula-
2 est4d definida no espaco R? e caso seja considerado um espaco com dimensio maior do
que 2 seu interior se torna fronteira. Este argumento influencia fortemente a concepcao do
nosso algoritmo para operadores booleanos, pois como vimos na se¢ao 3.2, a determinagao

das relagoes de interior, fronteira e complemento entre dois objetos leva em consideragao o

!Outras entidades topolégicas serdio apresentadas no decorrer deste trabalho
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espaco ambiente sobre o qual estao imersos. Pela definicao de célula-n, o menor espaco que

pode envolvé-la completamente seria o espago W = R™.

4.1.2 Complexos celulares

Um complexo celular [11] C' é uma colecdo (finita) de células ey, com A € A, tal que

sejam satisfeitas as seguintes condigoes:

(1): C=Uxeaen
(2): Se dim(ey)=n+1 (A € A), entdo (k(ey) —ey) C C"

sendo C" = {J,cp ep € dim(ey,) <n

B):einNej=0,Vi#j

A condicao (1) expressa que um complexo celular C' é formado por uma colecdo finita
de células ey, tal que a unido de todas as suas células ey representa o todo. Pela condigio (2),
se em um complexo celular existe uma célula de dimensao n + 1, as células de suas fronteiras
tem dimensoes inferiores e/ou iguais a n. Desta forma, um complexo celular pode ser visto
como um colecao de células, no qual cada célula é recursivamente limitada por células de
dimensoes inferiores a sua. De acordo com a condigio (3), em um complexo celular as células

sao mutuamente disjuntas. A Figura 4.2 ilustra alguns complexos celulares.

AT

@ )

© ©

Figura 4.2: Complexos celulares

Nem sempre particoes de um espago indicam a formagao de um complexo celular,

Figura 4.3.
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@

(b)

Figura 4.3: Decomposicao celular que ndo formam complexos, pois

viola: (a) a condi¢do (2) e (b) a condicdo (3)

Na Figura 4.3.(a), a decomposicao do complexo em célula-2, célula-1 e célula-0 viola
a condigdo (2) dos complexos celulares, pois, a fronteira da célula-2 nio é fechada. J& o item
(b) a interse¢ao entre as células-1 e célula-2 é um conjunto nao vazio, violando a condicao

(3) para a formacao de complexos celulares.

A decomposicao de um conjunto em células no complexo celular, de modo que as
células sejam hierarquicamente organizadas de acordo com suas dimensdes que variam entre
0 e n, captura a nocao de dimensdo do complexo e identifica os subconjuntos de entidades

que compoem o interior, fronteira, e complemento deste conjunto.

A informacao acerca do espaco de imersao minimo pode ser diretamente derivada
do conceito de dimensao do conjunto. Como a dimensao de um conjunto decomposto em
células é identificada pela particao de méxima dimensao, a determinacao do espaco de imersao
minimo para um complexo é trivial. Desta forma, as vizinhancas dos pontos de um complexo
C, particionado em células com dimensoes entre 0, ...,n em relacao ao espaco de imersao R",

sao determinadas como segue:

e células de dimensao n pertencem ao interior de C.

e células de dimensao inferior a n pertencem a fronteira de C'.

A classificacdo de pertinéncia entre dois complexos celulares é determinada pelo cru-

zamento das informagoes das vizinhancas de cada célula de um complexo em relacdo ao
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outro®. Desta forma define-se facilmente os grupos da Tabela 3.1.

4.1.2.1 Subcomplexos celulares

Dado um complexo C, um subconjunto de células €, e C' = Neece. C' é um subcom-

plexo de C se ele atende as seguintes condicoes [11]:

e (' é um complexo formado por um conjunto células ;
e (' é fechado;

e o fecho de qualquer célula pertence ao complexo C’.

A Figura 4.4 mostra um exemplo de subcomplexo formado por uma face extraido de

um complexo composto por um conjunto de células-n, com n =0, ..., n.

(a) (b)

Figura 4.4: Subcomplexo (face e fronteiras) de um complexo (cubo

e fronteiras)

O subcomplexo da Figura 4.4 preserva todas as condigcoes impostas a um conjun-
to de células para a formacao de um complexo celular. Para facilitar a nomenclatura e
torna-la mais concisa utilizaremos o nome da entidade topoldgica antecedido pela palavra
“subcomplexo” para designar o subcomplexo de menor dimensao relacionado a ela, a este
conjunto denominamos subcomplexo minimal. Desta forma, uma face é uma célula-2, e um

subcomplexo-face representa uma célula-2 e o conjunto de arestas e vértices que compoe sua

2Nas secoes subsequentes serd exposto um levantamento completo sobre classificacio de vizinhanca
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fronteira, um subcomplexo-aresta representa um subcomplexo formado pela célula-1 (aresta)
e limitada por duas células-0 e o subcomplexo-vértice é o caso trivial, pois é formado por

uma célula-0 (vértice).

4.1.2.2 Propriedades dos complexos celulares

Os complexos celulares guardam algumas propriedades importantes para a modela-
gem geométrica e especificamente para a viabilizagao dos operadores booleanos fechados, das

quais destacamos:

1. A dimensao de um complexo celular C' é dada pela célula de maior dimensao do

complexo [1];
2. Todo complexo celular C' de dimensao n é fechado no R” [11];
3. Todas células de subcomplexo C’ C C pertencem ao complexo C. [11];

4. Ambos complexos e subcomplexos sao fechados [11].

4.2 Um esquema de representacao para complexos celulares

No intuito de preencher uma lacuna entre os resultados tedricos e solucoes direciona-
das em utilizar uma estrutura de dados que consiga mapear os modelos conceituais de objetos
da NM-Classe, foi proposta por Wu [36] [37] uma estrutura de dados denominada Modelo de
Dados Topolégicos (Topological Data Module) ou simplesmente TDM.

A principal caracteristica desta estrutura de dados, que a difere das estruturas radial
edge [34] e da tri-cyclic cusp [6], é a nao adocao de entidades topoldgicas predominantes, ou
seja, cada entidade topoldgica (ex. vértice, arestas, etc) tem a mesma importancia dentro
da estrutura. A estrutura Selective Geometric Complez [21], também baseada em complexos
celulares, permite o processamento de conjuntos de células nao-fechados através do mecanis-
mo de ativacdo/desativacao de atributos na lista de atributos de cada célula. J4 no TDM,
todos os modelos armazenados representam conjuntos fechados, pois pressupoe-se a garan-
tia das condicoes para a formacao de complexos celulares. Esta exigéncia do TDM estd em
acordo com a condi¢ao dos operadores booleanos fechados que garantem a propriedade de

fechamento para objetos fechados.
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4.2.1 Modelo de Dados Topolégicos (TDM)

A grande vantagem do TDM em termos de funcionalidade é a incorporagao em uma
mesma arquitetura de uma estrutura de dados (Double Winged Data Structure) capaz de
representar objetos da NM-Classe e um conjunto de operadores de Euler para manipular as
entidades topoldgicas desta representacao, de maneira a preservar a integridade do modelo
através da preservacao da consisténcia dos dados topolégicos. Cada operador checa a validade
da operagao antes de realiza-la, afim de manter a consisténcia da informagcao topolédgica. Se
uma acao de um operador viola esta consisténcia, nenhuma modificacdo ocorrerd e a operacao

nao sera concretizada.

Um esquema de representacao para a INM-Classe pode ser considerado como um
B-REP estendido, tendo como primitivas os vértices, as arestas, as faces e os sélidos. Além
disso, é interessante sob o ponto de vista da manutengao da consisténcia topoldgica distinguir

os seguintes subconjuntos de primitivas [38]:

e componente: conjunto de entidades topoldgicas com conectividade maximal.
e cadeia: sequéncia ordenada de arestas. Pode ser fechada.

e laco (loop): fronteira de uma face. Um lago pode consistir apenas de um vértice ou

um conjunto de cadeias e estd associado a uma tnica face.
e casca (shell): conjunto de faces conexas e orientadas coerentemente. Pode ser fechado.

e cavidade: contorno de um sélido. Uma cavidade consiste de um vértice, um conjunto
de cadeias, um conjunto de shells ou a combinacao dos dois dltimos. Cada cavidade

estd associada a apenas um sélido.
e ciclo topolégico: “orificio unidimensional”. Um toro tem dois ciclos topoldgicos.

e shell topoldgico: “orificio bidimensional”. Uma esfera com o interior vazio tem um

shell topolégico.

Estas primitivas se inter-relacionam formando uma estrutura hierarquicamente orga-
nizada como mostra a Figura 4.5. Nesta organizacao cada entidade possui um identificador.
Os objetos sao formados pela combinacdo destas entidades. Os vértices, arestas, faces e
sélidos representam as entidades mais elementares. Os sélidos sao delimitados por cavidades,
as faces por sequéncias de arestas (lagos) orientadas e finalmente os vértices sdo os extremos

das arestas.
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OBJETOS
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Figura 4.5: Modelo de Dados Topolégicos (TDM)

As entidades bésicas que compoem um objeto sao as células, desta forma, as fa-
ces, arestas e os vértices de um objeto sao células-2, células-1 e células-0, respectivamente.
O médulo TDM funciona como uma espécie de estrutura de dados “ativa”, pois além de
armazenar as entidades topoldgicas e suas relagoes de adjacéncias, prové um conjunto de
mecanismos para verificar e manter a consisténcia dos dados. A manipulacdo dos dados da
estrutura é realizada de forma transparente ao usudrio através de fungoes organizadas em
trés grupos: fungoes de construgao, funcoes de destruicao e fungoes de consulta. Para cada
funcao de construcido existe uma funcao dual de destruicdo que realiza a operagao inversa.

Estes grupos de operadores sao chamados operadores topoldgicos.

4.2.2 Uma interface funcional para o TDM

Os operadores topoldgicos estao classificados em 03 (trés) grandes grupos:

1. Operadores de Construcao: Tem a fungdo de insercao de entidades topoldgicas na

estrutura de dados.

2. Operadores de Destruicao: é a forma dual dos operadores de construcao, ou seja,
para cada operador de construcao existe o operador de destruicao equivalente com a

finalidade de realizar a operacdo inversa.

3. Operadores de Consulta: Realiza consultas na estrutura de dados devolvendo infor-

macoes acerca das entidades topoldgicas e suas relagoes dentro da estrutura.
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operador funcionalidade

TdVMakeVertexComponent | Adiciona uma nova componente a um objeto
existente através da adicao de um novo vértice.

TdVMakeVertexCavity constréi uma nova cavidade a um objeto exis-
tente através da adicdo de um novo vértice.

TdEMakeEdgeVertex Constréi uma nova aresta e um novo vértice a
partir de um vértice ja existente.

TdVMakeVertexLoop Constréi um novo lago em uma face inserindo
um novo vértice.

TdEMakeEdgeKillVertex Constrdoi uma aresta fechada matando um dos
vértices extremos

TdEMakeEdgeCycle Constréi uma nova aresta e um novo ciclo to-
poldgico formado por uma seqiiéncia de arestas.

TdFMakeFaceKillCycle Constrdi uma nova face destruindo um ciclo to-
poldgico existente.

TdFMakeFaceKillChain Constroi uma nova face eliminando uma cadeia
fechada que pertence & cavidade de um sdlido.

TdFMakeFaceShell Constréi um shell através da construcao de uma
nova face.
TdMakeSolidKillShell Adiciona um sélido & estrutura eliminando um

shell topolégico existente.

Tabela 4.1: Operadores topoldgicos bésicos de construgcdo do médulo TDM

Cada um dos grupos possui um conjunto de operadores basicos e um conjunto de
operadores complementares. Os operadores basicos formam um conjunto minimal que asse-
gura a geragao de qualquer estrutura topoldgica no espago dentro de um dominio dos objetos
da NM-Classe [36]. Apesar da suficiéncia destes operadores para a criacdo e manipulagao
de quaisquer entidades no dominio dos objetos da NM-Classe, eles nao sao eficientes para a
manipulacao de modelos, ja que determinadas construgoes podem envolver longas sequéncias
de operadores basicos. A adicao de operadores complementares procura suprir esta defi-

ciéncia [37].

A Tabela 4.1 exibe a relacao de operadores bésicos de construcao e no decorrer do
texto alguns operadores basicos de destruicao e complementares serao mostrados. A sinta-
xe destes operadores estd sendo atualizada com a intencdo de oferecer uma interface mais

amigavel ao programador e usudrio [5].
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A criacao de uma entidade objeto no médulo TDM é estabelecida através do comando
TdOMakeObject(name, region), sendo name o identificador (ID) do objeto. O identificador
servird de base para qualquer operagao neste objeto , e regido indica onde o objeto sera

criado.

Apresentaremos na seqiiencia exemplos do procedimento de construcao de objetos da

NM-Classe, previamente criado através da interface do TDM.

Exemplo 3 Procedimento para a constru¢do de uma aresta em um objeto hibrido, Figura 4.6,

formando uma componente no objeto.

(b)

Figura 4.6: Aresta construida através da sequéncia de operadores:
(a) TdVMakeVertexComponent, (b) TdEMakeVertexEdge

Exemplo 4 Procedimento para o construcdo de uma face no mesmo objeto, Figura 4.7. Esta
face € construida o partir de uma nova componente do objeto, ou seja, a aresta da Figura 4.6

nao ¢ adjacente a esta face.

O objeto resultante destas operagoes pode ser visto na Figura 4.8.(a). Uma operagao
topoldgica complementar pode fundir as duas componentes (vértice v, e aresta e,) em uma

nova componente construindo entre elas, por exemplo, uma nova aresta, Figura 4.8.(b).

Esta operagao é realizada pelo operador TdEMakeEdgeKillComponente(vertl, vert2,
region, edge, chain), sendo que vertl e vert2 sdo os vértices entre os vértices vy e vy, respec-

tivamente.
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Figura 4.7: Face construida através da sequéncia de operadores:
(a) TdVMakeVertexComponent, (b) TdEMakeVertexEdge, (c) TdE-
MakeVertexEdge, e (d) TdEMakeEdgeFace

Figura 4.8: Objeto composto pela fusdo de uma aresta-arame e uma

face,utilizando o operador TdEMakeEdgeKillComponente
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4.3 Funcoes basicas do algoritmo de operagao booleana

Dados dois objetos A e B da NM-Classe modelados através de complexos celulares
e representados através da estrutura TDM, o processo de operacao booleana fechada entre

eles compreende:

e a identificagdo dos grupos da Tabela 3.1 e

e a composicao dos conjuntos identificados para a determinagao das operagoes de inter-

se¢do, unido e diferenca de acordo com as equacoes (3.2), (3.9), (3.21) e (3.30).

A identificacao dos grupos de entidades é realizada com o auxilio da classificagao de
pertinéncia que identifica as relages entre partes (células) do conjunto A em relagio ao con-
junto B e vice-versa, ou seja, a interse¢ao geométrica entre estas partes fornece os elementos
comuns de ambos os conjuntos. Na pratica, alguns algoritmos de intersecao geométrica para
esquemas B-REP trabalham com a informacdo sobre entidades sdlida de forma implicita,
considerando apenas a intersecao das fronteiras e inferindo os resultados para a intersecao de

componentes volumétricas em uma abordagem dividir-e-conquistar.

A possibilidade de utilizar espacos de imersao com dimensoes diferentes para processar
operacao booleana entre complexos é o ponto forte desta abordagem. Como os complexos
podem ser subdivididos hierarquicamente em células e/ou subcomplexos, abre-se espaco para
explorar o paradigma dividir-e-conquistar como a utilizagao de algoritmos para a intersegao
apenas das entidades fundamentais e a inferéncia dos resultados para a intersecao de entidades
sélidas e a divisao do processo de classificacao de pertinéncia de dois complexos A e B em

trés etapas:

e pré-classificacao: as entidades fundamentais sdo pré-classificadas em relacdo ao seu
espaco de imersao minimo, considerando A e B disjuntos. Apés esta etapa as enti-
dades fundamentais sdo submetidas a um processo de intersecio geométrica para a

identificacao de células comuns.

e classificacao local: esta etapa funciona em paralelo com a intersecdo das entida-
des fundamentais. As entidades fundamentais de cada par de subcomplexo minimal
com interse¢ao nao-vazia sao reclassificadas em relagdo ao espaco de imersao minimo

comum.

e classificacao global: as entidades topoldgicas dos subcomplexos minimais formados

por células-3 sdo classificadas para o espaco de imersao R>.
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O fluxograma, apresentado na Figura 4.9 ilustra a organizacao das etapas de classifi-
cacdo, com a incorporacao da etapa de intersecio geométrica. Cada etapa deste processo é

referenciada neste texto como mddulo.

|
v
| PRE-CLASSIFICAGAO |

! INTERSECAO GEOMETRICA }7

CLASSIFICAGAO LOCAL[

CLASSIFICAGAO GLOBAL |
]

v

Figura 4.9: Intersecdo geométrica e classificagdo de pertinéncia:

médulos bdsicos do algoritmo de opera¢do booleana

As linhas pontilhadas indicam que o processo de intersecao e classificacao fazem parte
de um sistema maior composto ainda pelos seguintes moédulos: pré-processamento, selegao,
edicao de operadores e composicao de resultados. Estes médulos serao introduzidos no final
deste Capitulo, pois, eles fazem parte da implementacao deste algoritmo dentro do sistema
ProSIm .

4.3.1 A pré-classificacao de pertinéncia

A pré-classificagao visa atribuir uma classificagdo a todas as entidades fundamentais
de ambos os complexos de acordo com os grupos da Tabela 3.1. Desta forma, a classificacao
local fica responsdvel por processar apenas as novas entidades que resultaram da intersecao e
as entidades fundamentais primitivas que que se interceptaram. A pré-classificacdo leva em
conta apenas as células de dimensao 0, 1 e 2, isto é, vértices, arestas e faces, respectivamente;
pois as células-3 sao processadas na classificacao e portanto nao hé necessidade de classifica-

las antes disso.

Dados dois complexos A e B. A pré-classificacao de pertinéncia determina as vizi-

nhancas das células de cada complexo. Para se ter uma abordagem mais concisa, os grupos da
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Tabela 3.1 sao utilizados no processo de classificagdo de vizinhanga de complexos sao disjun-
tos. Desta forma as células do complexo A sio classificadas pelos grupos (1A —B) e (bA—B),
que representam o interior e a fronteira de A que nao interceptam B, respectivamente. Pela
condicao de disjuncio os grupos (1A — B) e (bA — B) reduzem-se a: iA (interior de A) e bA
(fronteira de A). Da mesma forma, para o complexo B sao identificados os subconjuntos iB
(interior de B) e bB (fronteira de B). Esta abordagem auxilia no processo de consisténcia
dos resultados, uniformiza a notacao para classificacao de vizinhancas e pertinéncia e facilita
a implementacao destas funcgoes, pois a classificacao de pertinéncia é resultante da relacao

entre as vizinhancgas da célula de ambos os complexos.

O procedimento de classificacdo leva em consideraciao a hierarquia dos subcomplexos

em cada complexo. A pré-classificacdo de um dado complexo é dividida em trés etapas:

1. é selecionado o subcomplexo-k minimal para uma célula-k, & = 0,1,2, de maior di-
mensao ainda nao classificado, ou seja, sao selecionados subcomplexos-face, subcomplexos-

aresta e subcomplexos-vértice, nesta ordem.

2. classifica-se recursivamente este subcomplexo em relagao ao espaco de imersao k, isto

é, todas as células que compoem seu interior e fronteira sao classificadas em relacao a
§Rk

3. repete-se os passos 1 e 2 até que todas as células de dimensoes entre 0 e 2 tenham sido

classificadas.

A pré-classificagao deve ser feita em ambos os complexos, ji que os reusultados irao

ser utilizados nas etapas seguintes do processo.

Exemplo 5 A Figura 4.10 mostra um exemplo do processo de -ré-classificacao para dois
complezxos; o complexo A é formado por um subcomplexo-sélido e um subcomplexo-face co-
nectada por uma aresta, enquanto o complexo B € formado por um subcomplexo-face e um

subcomplezxo-aresta.

O complexo A € composto por uma cavidade limitada por um shell, desta forma a
pré-classificacio € efetivada somente para as faces que compdoem o shell. Entdo, cada face de
A € interior ao subcomplexo formado pela prdpria face e suas fronteiras, que sdo as arestas

e vértices adjacentes a cada uma.

O complexo B é composto por células de dimensdes 0, 1 e 2, e é duplamente conexo.

Considerando o procedimento de pré-classificacdo o subcomplexo-face é considerado a priori,
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Interior de A : todas as faces
Fronteira de A: todos o vértices e arestas

b(B)

0&.

b(E) b(B) i(B)

b(B)

Figura 4.10: Pré-classificacdo - o complexo A contém célula-3 e o

complexo B é multiplamente conexo e ndo contém célula-3

sendo a face a célula que forma seu interior e as arestas e vértices adjacentes compdem a
fronteira do subcomplexo-face. Os subcomplexos-aresta ndao-adjacentes a face sao classifica-
dos em relagao ao espaco de dimensao um, assim, as arestas formam o interior de cada

subcomplexo-aresta, enquanto os vértices representam os elementos da fronteira.

Vemos que o processo de pré-classificacao pode ser empreendido concomitantemente
a construcao de cada complexo na estrutura de dados, ja que considera-se apenas a dimensao
dos subcomplexos dentro do complexo para a pré-classificagdo, sem gasto computacional
excessivo. No entanto, como a implementacdo da estrutura de dados precedeu a concepgao
do algoritmo de operagao fechada este procedimento é realizado somente quando necessario,

ou seja, como parte integrante do processo de operagao booleana.

4.3.2 Classificagao local

A classificacao local e a intersecao geométrica inter-relacionam-se fortemente no que
diz respeito a funcionalidade e a natureza geométrica dos objetos primitivos, pois a clas-
sificacao local analisa a pertinéncia das entidades fundamentais de cada objeto primitivo
criadas durante o processo de intersecdo geométrica, levando-se em consideracdo o espaco
no qual estao imersas. Dependendo da natureza geométrica das primitivas, a determinagao
das intersegoes exige métodos elaborados para serem processadas, bem como influencia na

determinacio das vizinhancas de seus pontos. As superficies de formas livres sdo exemplos
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deste rol de entidades, cujo processamento da intersecao requer algoritmos sofisticados.

O tratamento das operagoes booleanas através da pré-classificacao, classificacao lo-
cal e classificacao global torna a classificacdo de pertinéncia relativamente independente dos
algoritmos de intersecao geométrica, inclusive uma grande virtude desta independéncia é a
possibilidade de se incorporar algoritmos de intersecdo de superficies no médulo de classi-
ficagao e desta forma conseguir resultados de operacgoes booleanas para formas geométricas
cada vez mais complexas. Como a intersecao geométrica nao faz parte diretamente do escopo
deste trabalho, nos reservamos a considerar que seja possivel e factivel o processamento das
intersecoes entre pontos, curvas e superfices; deixemos a dicussao sobre algoritmos de inter-
secao geométrica para o Capitulo 5, que trata da implementacao dos operadores booleanos

fechados para uma classe de objetos com caracteristicas geométricas especificas.

A classificacdo local é utilizada para identificar, de acordo com a Tabela 3.1, as
relagoes entre entidades fundamentais determinadas pela intersecao de dois subcomplexos
primitivos, tomando como referéncia o espaco minimo comum aos dois. A Figura 4.11 exibe

algumas das situacoes de intersecio entre dois subcomplexos A e B, indicando os respectivos

A A
.—.—.—.
B

espacos de imersao.

%

Figura 4.11: Exemplos de interse¢do entre complexos mostrando os

espacos de imersao minimos

A classificacao de pertinéncia entre dois complexos depende diretamente do espaco
de imersao minimo comum para que sejam corretamente classificados, nos casos da Figu-
ra 4.11.(a) e os subcomplexos-aresta sio classificadas em relagdo ao espaco minimo R, en-

quanto que as mesmas entidades sdo classificadas em relacio ao espaco minimo comum R?,



4.3 Funcgoes basicas do algoritmo de operacao booleana 63

como mostra a Figura 4.11.(d), ou seja, as relagoes de pertinéncia depedem da correta deter-
minicio do espaco de imersdo minimo comum. As Figura 4.11.(b) e Figura 4.11.(c) ilustram

a mesma situacao para a intersecao entre subcomplexo-aresta e subcomplexo-face.

Por questao de simplificacdo nao vamos relatar a classificacdo para objetos que se auto
interceptam e para subcomplexos que interceptam-se mais de uma vez, apesar desta extensao
ser perfeitamente possivel dentro desta proposta. O procedimento geral para a classificagao

local de dois subcomplexos minimais compreende os seguintes passos:

1. determinacao do espago de imersao minimo comum a ambos subcomplexos, através

da andlise da vizinhanca das células determinadas na intersecao e

2. reclassificacao da vizinhanca das células de ambos subcomplexos, levando-se em con-

sideracao o espaco de imersao minimo comum determinado no passo anterior.

3. obtencao da classificacao de pertinéncia dos subcomplexos a partir das informacoes de

vizinhanca das células de cada subcomplexo.

Este procedimento deve ser realizado para todas intersecoes entre subcomplexos, to-
mados dois a dois. A classificacao de pertinéncia para dois complexos A e B é determinada,

pelo que chamamos funcao de classificacdo de pertinéncia, denotada por FCPC(A, B).

O espaco de imersao minimo para dois subcomplexos pode ser determinado através
dos procedimentos explorados na secao 3.2.1, identificando as relacoes entre as vizinhancas
de pontos comuns. O procedimento de identificacdo de espaco de imersao minimo para dois
subcomplexos minimais X e Y, com dimensoes dim(X) < dim(Y), resume-se a identificar
a vizinhanca das células comuns em cada um dos subcomplexos. Se o conjunto de todas as
células comuns a X e Y é E = [J,c, ex, a dimensao do espaco de imersao minimo comum

para X e Y é tomado em relagao a célula e € E de maior dimensao, segundo os critérios:

1. se houver alguma célula e comum a ambos subcomplexos, tal que a vizinhanca em

relacao ao subcomplexo Y é completa, o espaco de imersao comum W tera dimensao:
(a) dim(W) = dim(Y): se a vizinhanca de e em relacdo a Y contém a vizinhanca de
e em relagao a X. A Figura 4.12.(c) exibe exemplo.

(b) dim(W) = dim(Y) + 1: se a vizinhanga de e em relagao a Y nao contém a

vizinhanca de e em relagdo a X. Exemplo mostrado na Figura 4.12.(a-b).
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Figura 4.12: Espacos de imersdo minimos para subcomplexos X e
Y, com dim(X) < dim(Y)

2. se houver alguma célula e comum a ambos subcomplexos, tal que a vizinhanca em
relacdo ao subcomplexo Y é parcial, a dimensao do espaco de imersao comum W é

dada por

(a) dim(W) = dim(Y): se a vizinhanca de e em relacao a X é parcial para dim(X) =
dim(Y'), ou indiferente para dim(X) < dim(Y'). A Figura 4.13.(a-b) exibe exem-
plos.

(b) dim(W) = dim(Y) + 1: se a vizinhanca de e em relacdo a X é completa para
dim(X) = dim(Y'). Exemplo na Figura 4.13.(c)

Partindo deste conjunto de regras podemos enumerar um estudo de casos para a
classificagao local entre subcomplexos-face, subcomplexos-aresta e subcomplexos-vértice, es-

clarecendo a dimensao do espago de imersao minimo comum para cada caso.

4.3.2.1 Classificagao para subcomplexos-vértice

7

A classificacdo local para a coincidéncia de vértices é o caso trivial, havendo duas
possibilididades no processo de intersecao: a coincidéncia ou a distincao espacial entre as
duas entidades. Desde que R° contém somente um ponto, as celulas-) sio espacos de um
ponto [11], desta forma, a classificacao local entre dois vértices recebe os grupos (bA N bB),
(bA—B) e (bB— A) para os espacos R, R2 e R3. A classificaciio para dois subcomplexos-vértice

é dada por:
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N(X) R
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Figura 4.13: Espacos de imersdo minimos para subcomplexos X e
Y, com dim(X) < dim(Y) e célula de maior dimensdo com vizi-

nhanca parcial em relacdo a Y

e Quando a coincidéncia entre dois vértices, v e vg, é identificada, a funcao de classifi-
cagio é dada por: FCPC(va,vp) = (bANDB), para va, e FCPC(vp,va) = (bANbB),

para vpg.

e Se os vértices v4 e vp sao distintos, a fungao de classificagao é para por: FCPC(va,vp) =
(bA — B), para v4, e FCPC(vp,va) = (bB — A), para vp.

A exclusao dos grupos (1A NiB), (1A — B) e (iB — A) deve-se ao fato que, para
qualquer daqueles espacos de imersao os vértices sao considerados fronteira do complexo. A

Figura 4.14 exibe ambos os casos de classificacao entre subcomplexos-vértices.

4.3.2.2 Classificagdo subcomplexo-vértice/subcomplexo-aresta

A incidéncia de um vértice sobre um subcomplexo-aresta, quando ocorre, o faz no
interior ou na fronteira deste. Assim, o espaco de imersdo para a incidéncia de um vértice

sobre um subcomplexo-aresta acontece no espaco de imersao minimo comum .

A funcao FCPC para a incidéncia de um vértice v 4 sobre uma aresta eg é dada por:

e FCPC(va,ep) = bANiB: incidéncia do vértice no interior da aresta. A Figura 4.15.(a)
mostra um exemplo para este caso com v 4 representando um subcomplexo do complexo

A e ep representando o subcomplexo-aresta do complexo B.
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Figura 4.14: Classificacdo de pertinéncia entres subcomplexos-

vértice

e FCPC(va,ep) = bA N bB: incidéncia do vértice na fronteira da aresta. A Figu-

ra 4.15.(b) exemplifica o caso.

As classificagoes para as partes complementares do subcomplexo-aresta em relacao
ao vértice sao classificadas através do grupo (1B — A) e (bB — A) para o interior e a fronteira
de ep que ndo interceptam vy, respectivamente. As Figuras 4.15.(a-b) exemplificam estas

classificiagoes.

4.3.2.3 Classificagdo para subcomplexo-vértice/subcomplexo-face

A incidéncia de vértice sobre uma face di-se no espaco da face, ou seja, no R2, de

acordo com as condicoes de determinacao de espago de imersao minimo comum.

Desta forma, a funcao FCPC para a incidéncia de um vértice v4 sobre uma face fp,

¢ dada por:

e FCPC(va, fg) = bANiB: incidéncia do vértice no interior da face. Exemplo mostrado

na Figura 4.16.(a)

e FCPC(va, fB) = bANDbB: incidéncia do vértice na fronteira da face.Exemplo mostrado
na Figura 4.16.(b)

e FCPC(va, fB) = bA — B: se o vértice v4 nao incide sobre o subcomplexo face.
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Figura 4.15: Incidéncia de um vértice v4 sobre um subcomplexo-

aresta ep

@

(b)

Figura 4.16: Incidéncia de um subcomplexo-vértice v4 sobre um

subcomplexo-face fp
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O fato da incidéncia do vértice ser na face ou na fronteira da face nao determina
qualquer mudanca de espago, ja que a dimensao da face é que é responsavel pela indicacao do
espago minimo comum por ser a maior entre os dois subcomplexos. As partes complementares
do subcomplexo-face sdo classificadas pelo grupo (iB — A) para a face fp e (bB — A) para a

fronteira do subcomplexo-face fz.

4.3.2.4 Classificagao para subcomplexos-aresta

Na intersecao entre subcomplexos-aresta o espaco de imersao pode ser reta real i,
ou no plano R?, dependendo do tipo de células resultantes do processo de intersecio e das
relacoes delas com os subcomplexos. O espaco de imersido minimo comum W para dois

subcomplexos-aresta e4 e ep é determinado levando-se em consideracao as seguintes etapas:

e W = R se existe alguma célula-1 resultante do processo de interse¢ao, assim, as
vizinhangas completas coincidem e o espaco de imersdo tem a mesma dimensdao do

subcomplexo-aresta.

e W = R se somente as fronteiras dos subcomplexos coincidem, pois, as vizinhancas da

célula comum sao parciais em relacao a ambos os subcomplexos.

e W = R? se houver coincidéncia de pontos interiores e a vizinhanca destes pontos
em relagao a cada complexo nao-coincidem, ou se pelo menos em uma das arestas a
vizinhancga dos elementos comuns é completa e ndo contém a vizinhanca em relacao a

outra aresta.

A funcao FCPC determina a classificacao de pertinéncia entre dois subcomplexos-

aresta e4 e ep para cada espago de imersao da seguinte forma:

e Para W = R: a arestas sdo tratadas como interior de cada subcomplexo, desta forma
as partes da aresta de e4 que interceptam a aresta ep recebem a classificacao 1A NiB
e as partes que interceptam o complemento do subcomplexo-aresta eg recebem a
classificacao tA — B. Os vértices de e4 que interceptam o interior, complemento e
fronteira de ep recebem as classificacoes bA NiB, bA — B e bA N bB, respectivamente.
Os vértices de ep que interceptam o interior, complemento, e fronteira de e 4 recebem
as classificagoes bBNiA, bB — A e bANDB, respectivamente. A Figura 4.17.(a) ilustra
um exemplo de classificacdo entre dois subcomplexos-aresta e registra o espago de

imersao.
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e Para W = R?: tanto as células-0, quanto as células-1 sdo referenciadas como fronteira
de ambas entidades, pois, a vizinhancas é um disco aberto. A classificacdo de per-
tinéncia é tomada da mesma forma do item anterior, agora em relacao a um espago
de maior dimensao. As classificagoes para as partes de e4 que interceptam a fronteira
e o complemento de ep sdo bA — B e bA N bB, respectivamente. As classificacoes
para partes de eg que interceptam a fronteira e o complemento de e4 sdo bB — A e
bANbB, respectivamente. A Figura 4.17.(b) ilustra um exemplo de classificacao entre

dois subcomplexos-aresta e registra o espaco de imersao.

bB-A

€y

bAN bB
\

W=R

bA-B

Figura 4.17: Identificacdo de espaco de imers3o e classificacdo local

para dois subcomplexos-aresta

As classificacoes de pertinéncias sdo coerentemente determinadas para ambos os es-
pagos de imersao. No item (a) a aresta comum é classificada como iA N iB, enquanto os
vértices sao fronteiras do subcomplexo que incide sobre o interior do outro subcomplexo. No
item (b) todas as entidades sao referenciadas como fronteiras ja que o espago de imersao tem

dimensao 2 e as entidades limitam-se as dimensoes 0 e 1.

4.3.2.5 Classificagdo para subcomplexo-aresta/subcomplexo-face

O espaco de imersao minimo comum para a intersecdo entre um subcomplexo-aresta
e um pode ser 12 ou 2. O espaco de imersdo minimo para os subcomplexos eq e fp é

determinado pelas seguintes situacoes:

e se existir alguma célula-1 comum a ambos os complexos, entao o espaco de imersao é
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2. Neste caso, a aresta do subcomplexo e, intercepta o subcomplexo fz produzindo

uma vizinhanca completa em ey4.

e se existir somente células-0 resultante da interseciao, pode-se destinguir as seguintes

situacoes:

— W = R2: se a vizinhanca da célula em relacio a fp for parcial, ou seja, a

interse¢ao da-se na fronteira de fp.

— W = R3: se a vizinhanca da célula em relacio a fp for completa e nio contenha

a vizinhanca da célula em relacao ey, ou seja, a intersecdo ocorre no interior de

fB.

A Figura 4.18 ilustra a determinagao do espago de imersao minimo comum para um
subcomplexo-aresta e um subcomplexo-face de acordo com os critérios estabelecidos anterior-

mente.

2 ®

R

© ©)

Figura 4.18: Espac¢o de imersdo minimo comum para subcomplexo-

aresta e subcomplexo-face

Para o espaco de imersio R2, as células-0 e células-1 sio classificadas como fronteira
e as célula-2 como interior para o subcomplexo-face. Dai, as arestas e vértices que formam
a fronteira da face fp sio classificadas em relacdo a aresta e4 como bB NbA ou bB — A,
caso coicidam com a aresta ou com seu complemento, respectivamente. O mesmo acontece
com a aresta e4, os grupos bA NbB ou bA — B, representam as partes da aresta comuns
a face ou ao seu complemento. A célula-2, fard parte dos grupos iA N bB ou 1A — B, nas

porcoes que coincidem com a aresta e nas partes que interceptam o complemento da aresta.
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A Figura 4.19.(a) ilustra a classificagao de pertinéncia entre e4 e fp em relagao ao espago de

imersao W = R2.

bB-A

Figura 4.19: Classificacdo de subcomplexo-aresta/subcomplexo-

face para diferentes espacos de imersao

Para o espaco de imersdo R3, todas as células que compdem a face sio fronteiras,
dai todas as relacoes de pertinéncias sao tomadas como relacoes de fronteira. Com isto, as
células da face sdo classificadas pelos grupos bANbB e bA — B, e as da aresta como bBNbA
ou bB — A. A Figura 4.19.(b) ilustra a classificagao de pertinéncia entre e4 e fp em relagao

a0 espaco de imersio W = R3.

4.3.2.6 Classificagdo subcomplexo-face/subcomplexo-face

A classificacao de pertinéncia para subcomplexos-face pode ocorrer em relagao aos
espacos de imersdo R2, e R3. A determinacio do espaco de imersio é uma generalizacio do
caso de pertinéncia entre subcomplexo-aresta e subcomplexo-face. Dados dois subcomplexos-

face f4 e fp 0 espago de imersao minimo é dado por:

o W = R?: Se houver célula-2 resultante da intersecio, ou seja, existem faces a ambos

subcomplexos, sendo se a intersecao ocorrer na fronteira de ambos os subcomplexos.

o W = R3: Se ndo houver célula-2 resultante da intersecio, mas a vizinhanca de alguma
célula resultante da intersecdo for completa em relacao a pelo menos um dos complexos

e nao coincida com a vizinhanga em relagao ao outro complexo.
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Figura 4.20: Espaco de imersdo minimo comum para subcomplexos-

face

A Figura 4.21 ilustra um exemplo de subcomplexos-face que interceptam-se para o

espaco de imersdao R?, e destaca a classificacio das células dos subcomplexos.

bA-B 1A-B

f(A) iA\/\bB%

bA-B

Figura 4.21: Classificacdo local para subcomplexos-face no R?

Quando o espaco de imersio é R?, as células de dimensio menor ou igual a dois,
tornam-se fronteira e todas as relacoes de pertinéncia entre estas células passam a ser relacoes
de fronteira. A Figura 4.22 exibe um exemplo de classificacio de pertinéncia para dois

subcomplexos-face para o espaco minimo comum R3.
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Figura 4.22: Classificacdo local para subcomplexos-face no R?

Realizadas todas as intersecoes e classifcacoes locais possiveis entre as entidades fun-
damentais de dois complexos, o processo passa para a fase de classificagao global, sobre a

qual falaremos nesta proxima secao.

4.3.3 Classificagao global

O médulo de classificacao global tem como objetivo principal determinar a classifi-
cacao de pertinéncia das entidades sélidas a partir dos resultados das classificacoes realizadas
nas entidades fundamentais adjacentes a elas. A classificagao global é realizada tomando-se
o espaco de imersdao com dimensdo 3 (fixo), se houver a presenca de entidades sélidas na
estrutura. Neste caso, entidades fundamentais determinadas na intersecao ou relacionadas
diretamente a estas sao reclassificadas para o novo espago de imersao, pois a mudanga na
dimensao do espaco altera as relacoes de pertinéncia entre as entidades dos objetos. Por
outro lado, a auséncia de entidades de dimensao 3, faz com que preserve-se a classificacao

local para processamentos em mddulos subsequentes.

A classificacao global nao é complemento direto de um outro processo, como acontece
com a classificacao local, que é determinada a partir da intersecao entre entidades fundamen-

tais. O processo de classificacido global segue trés passos:

1. identificacado de células-3: caso nao seja identificada nenhuma célula-3 o processo

encerra-se e sao mantidas as classifcagoes locais.
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2. reclassificagao de pertinéncia das entidades fundamentais adjacentes a célula-3 perten-

centes ao subcomplexo-sélido em relacio ao espaco R3.

3. identificacdo e classificacao das entidades topoldgicas interiores ao sélido pertencentes

ao outro complexo.

Neste primeiro passo é detectada a presenca de célula-3. Em caso positivo, as en-
tidades adjacentes as células-3 sdo reclassificadas tomando o espaco de imersio R3. Este
procedimento, na pratica altera as relacoes antes tomadas como “interior de...”, em espacos

k)

com dimesio inferior a trés para “fronteira de ...” no espaco 3.

A identificacao de entidades interiores as entidades sélidas de um complexo A, é im-
plementada varrendo-se toda a estrutura topolégica do complexo B, e testando se alguma
entidade fundamental pertence ao interior do sélido. Em caso positivo, se houver uma enti-
dade fundamental x no interior do séldio s 4, todas as entidades adjacentes = sao pesquisadas
até se chegar na fronteira de s4, desta forma as entidades conectadas a x sdo classificadas

levando-se em conta apenas informacgoes topoldgicas.

Neste momento supomos que os algoritmos de deteccao de uma entidade fundamental
em relacao a uma entidade sélida seja perfeitamente factivel, principalmente em se tratando
da relacao entre um ponto no espaco e um sélido limitado por uma, superficie. No Capitulo
seguinte, descreveremos a implementacdo de um algoritmo para uma classe de entidades

geométricas particular.

O processo é implementado para entidades sélidas pertencentes ao objeto B. Se existir
entidades sélidas em ambos os objetos, a identificacao de entidade fundamental adjacente
a entidade sdlida no interior de outra entidade sélida, indica a intersecao entre células-3,

classificadas por 1A NiB.

4.4 Mobdulos complementares

A implementacao do médulo completo de operacdo booleana fechada para um sis-
tema de modelagem geométrica requer a concepcao de médulos complementares, tais quais
tranformacoes rigidas, selecao de entidades através de interface amigavel, etc. Para o sistema
ProSIm suportar os operadores booleanos fechados, implementamos os seguintes médulos
complementares: pré-processamento, edicdo de operadores e selecdo e composicao de resul-

tados. A Figura 4.23 exibe o fluxograma completo do médulo de operacao booleana.
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(__ PRE-PROCESSAMENTO )

\ PRE-CLASSIFICAGAO |

\ INTERSEGCAO GEOMETRICA
CLASSIFICAGAO LOCAI

[ cLAssIFICAGAO GLOBAL |

[ EDIGAO DOS OPERADORES)

\ SELEGAO |

(_ composicao )

Figura 4.23: Mddulo de operacido booleana fechada implementado

no sistema ProSIm

O pré-processamento diz respeito mais ao sistema de modelagem geométrica do que
propriamente ao médulo de operagao booleana, pois, estd vinculado a preparacdo dos objetos
na cena, geralmente implementada através de tranformacoes geométricas. Destacamos as
tranformacoes afins como as mais requisitadas para realizar esta tarefa de posicionamento.
Uma outra tarefa importante atribuida ao GMS é a disponibilidade de mecanismos de selecao
de objetos, pois 0 nosso algoritmo processa dois objetos por vez e é necessirio que sejam

indicados para o processamento das combinagoes booleanas.

O médulo de edicdo de operadores é bastante trival no que diz respeito a funcionali-
dade, pois serve apenas para indicar qual operacao deve ser realizada. Assim , o médulo de
selecao busca na estrutura de dados as entidades marcadas pelos identificadores assinalados
na Tabela 3.1.

A conclusdo do processo é feita através do médulo de composicao, do qual é exi-
gido algumas tarefas como: verificagao da consisténcia dos dados, eliminagao de entidades

redundantes criando um novo objeto na estrutura de dados.



Capitulo 5

Implementacao e Resultados

Apés fundamentar os operadores booleanos fechados e propor um algoritmo para
eles sobre uma classe de objetos modelados por complexos celulares, dedicamos este espaco
para a descricdo de uma implementacdo dos operadores booleanos fechados. A intersecao
geométrica das células dos complexos é uma fungao basica no processo de operacdo booleana,
e a complexidade dos algoritmos de intersecao geométrica depende da natureza dos objetos
representados. Na implementacdo dos operadores booleanos para objetos da NM-Classe,
a geometria das entidades fundamentais ao espaco euclidiano % restrigiu-se as seguintes

especificagoes:

e Vértice: corresponde a uma tripla (x,y,z) no R3.
e Aresta: segmento de reta orientado, limitado por seus pontos extremos.

e Face: Poligono planar, simples, nao necessariamente convexo, limitado por um con-

junto de arestas e vértices.

Os sdlidos sao limitados por um conjunto de poligonos planares simples. A Figura 5.1
ilustra alguns moldelos de objetos da NM-Classe com as restrigoes a geometria, de acordo

com as consideragoes acima.

Os objetos das Figuras 5.1.(a-c) sao construidos através das entidades fundamentais
e representam os subcomplexos minimais para vértices, arestas e faces, respectivamente. A
Figura 5.1.(d-f) representa um shell, uma cavidade e um complexo celular formado pela
combinacao dos anteriores. A informagao acerca da existéncia de entidade sdlida diferencia o
shell da cavidade, sendo que toda cavidade é limitada por um shell e representa o subcomplexo

minimal para um sélido.
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Figura 5.1: Complexos celulares com geometria restrita a poligonos,

segmentos e pontos

A estrutura TDM nao dispoe da informagao sobre a geometria dos objetos explicita-
mente, mas cada entidade topoldgica é munida de um apontador genérico para ser utilizado
pela aplicagao que é utilizado para relacionar informacoes externas a cada entidade topoldgica.
Este apontador utilizado para referenciar informagoes geométricas dos modelos, bem como,

para o processamento de intersecoes geométricas e das classificacoes de pertinéncia.

Aproveitando-se da restrigao imposta a geometria das entidades fundamentais, a clas-
sificacao local é suprida de informagoes pelo médulo de interse¢ao geométrica. As intersegoes
entre poligonos planares , segmentos de reta e pontos fornecem diretamente o espago de
imersao minimo comum entre quaisquer combinagoes duas-a-duas destas entidades, ja que
a posicio relativa entre estas entidades no 2 indica que “tipo” de entidade ird resultar da
intersecao entre duas entidades fundamentais. Em seguida, a implementacao das funcgoes de

classificacao de pertinéncia é discutida.

Discutimos ainda a implementacdo de alguns médulos complementares ao processo, e
que visam auxiliar os médulos de classificacao e intersecao para a completa caracterizacao da,
operacao booleana. Finalizamos o Capitulo apresentando alguns resultados da implementacao

do algoritmo de operagao booleana fechada, integrado ao sistema ProSIm .
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5.1 Representagao das entidades geométricas

Dois aspectos sao relevantes para a implementacao dos algoritmos de intersecao, quais
sejam: as restrigoes & geometria das entidade fundamentais e do objeto como um todo, co-
mo ja foi exposto na introducao deste Capitulo. Para um melhor entendimento do trabalho
adotamos a seguinte convencao: quando estivermos falando de geometria e operacgoes rela-
cionadas, mencionaremos pontos, segmentos e poligonos para designar entidades geométricas

correspondentes a vértices, arestas e faces, respectivamente.

Toda informagao geométrica acerca de uma entidade topoldgica de um objeto ou
do préprio objeto pode ser operacionalizada com o auxilio dos operadores de construcao,
destruigao e consulta do TDM. Como toda entidade topoldgica (incluindo shell, cavidade,
componente, lagos e objetos) dispoe de um apontador genérico (ou apontador de aplicagao)
que pode ser utilizado para referenciar dados da aplicacao, tais quais: as equacgoes das faces
(poligonos planares), das arestas (segmentos de reta) e coordenadas dos vértices. Tanto as
equacoes das arestas, quanto quanto as equacoes das faces podem ser determinadas a partir
das cordenadas dos vértices. Isto é utilizado na nossa implementacao, pois, o TDM consegue

armazenar as coordenadas dos vértices internamente.

Equacao da reta. Dada uma aresta e existe sempre dois vértices, vy e vy, que
representam seus extremos. A cada vértice podemos relacionar uma tripla que identifica a sua
localizagdo no espaco, temos as coordenadas de vy e v; dadas por Py(xg, yo, 20) € Pi(x1,y1,21),
respectivamente. A equagido paramétrica do segmento orientado, [(t) com origem em P e

direcao P; — Py, é dado por:

() =Py+tx(PL—PF), 0<t<1 (5.1)

Para ¢t = 0 temos () = Py e para t = 1 temos [(t) = P, representando os extremos

do segmento de reta com origem em Py e término em P;.

Equacgao do plano. A equacdo do plano que contém um determinado poligono
pode ser determinada através do Método de Newell [27], que leva em consideragao que as
areas de projecoes de um poligono nos planos cartesianos zy, yz e zz, sdo proporcionais aos

coeficientes do vetor normal do poligono.

Dados n vértices {V1,Va,---,V,} de um poligono p, considerando V; = (z;,v;, 2i),

1=1,2,--- ,n. a equacao do plano az + by + cz + d = 0 pode ser expressa por:
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(X —P)e N =0, (5.2)

com X = (x,y,2), N = (a, b, c) representa o vetor normal ao plano, e P um ponto arbitrario

do plano. Os coeficientes a, b e ¢ sdo dados por:

n

a= Z(yz — Yie1)(zi + Zig1)
i=1

n

b= (2 — zig1) (i + Tiz1)
i=1

n

c =Y (i — Tig1) (Yi + Yier)
i=1

sendo @ a adi¢do médulo n. O coeficiente d é calculado a partir da equacao (5.2) como

d=—P,,eN, (5.3)

com P, dado pela média aritmética de todos os vértices do poligono:

1
Py =~ Z V.. (5.4)

Este método prové uma formulacao bastante simples para a determinacao da equagao
de um plano que passa por um conjunto de pontos, lembrando que a condi¢cdo de coplanari-
dade dos pontos é garantida pelas restricoes impostas & geometria da face. Caso os pontos

sejam nao-coplanares o método fornece uma equagao aproximada.

7

A Figura 5.2 mostra como a informacao relativa a geometria é associada a cada

entidade fundamental através do apontador de aplicagao, no caso,a estrutura que guarda as

informacoes sobre a aplicacdo é representada pela caixa |aplicagao |.
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VERTICE ARESTA

D integer D integer

teoordX double
curve type | - enum

tcoordY double

appl_ptr void *
tcoordZ double
| ()
FACE OBJETO
D integer D integer
patch_type enum object_type| enum
appl_ptr void * appl_ptr void *

Figura 5.2: Organizacdo do TDM relativa a informacdes adicionais

as entidades topoldgicas

Podemos sempre recuperar os IDs dos vértices extremos de qualquer arestas no TDM
através da funcdo de busca TdFEAGetAdjVertices. Assim, podemos relacionar a cada um
destes vértices suas coordenadas espaciais, bem como, extrair estes valores caso ji existam.
A Figura 5.3 ilustra o armazenamento de informacao relativa a uma aresta e seus vértices

extremos pelo TDM.

Vemos que através da fungao de consulta relacionada acima, chegamos a informacgao
das coordenadas dos vértices vy e v1 e desta forma determinamos a equagao (5.1) do segmento
relativo a aresta e. Para cada entidade mostrada na Figura 5.3 existe um apontador para uma

estrutura externa (struct_smc), este é o apontador de aplicagao mencionado anteriormente.

O mesmo tipo de consulta pode ser realizada para determinar a equacao do plano da
face. Através da funcao TdFAGetAdjVertices obtém os IDs dos vértices de uma face, e com

isto, recupera-se as suas coordenadas. Utilizando o método de Newell, j& mostrado, chega-se

a equacao do plano.

Vimos como recuperar informacgoes acerca da geometria de qualquer entidade funda-
mental, desta forma, na secao seguinte vamos fazer algumas consideracoes sobre a intersecao

entre as entidades fundamentais.
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ARESTA e
Vi

ID 12999

curve_type | SEGMENT

appl_ptr 3439343

Vo

ID 45674 ID 54544
tcoordX -1.2 VERTICE Yo tcoordX 10.45 VERTICE V1
tcoordY 25 teoordY -24
tcoordZ -10.34 tcoordZ 1234
appl_ptr 232444 —= | struct_smc appl_ptr 3443243 *>

Figura 5.3: A representacao da informacao geométricas para os

vértices extremos de uma aresta

5.2 Consideracoes sobre a intersecao geométrica

A segunda etapa do algoritmo de operagdo booleana fechada, sugerido pelo fluxogra-
ma da Figura 4.9, é a intersecao geométrica dos objetos primitivos. Algoritmos de intersecao
geométrica para modelos B-Rep de objetos poliédricos processam os elementos da frontei-
ra (poligonos, segmentos e pontos) dos objetos e inferem os resultados da intersecdo para
as entidades soélidas. Diante das restrigoes impostas a geometria dos modelos de objetos
da NM-Classe, as combinacoes possiveis de intersecdo geométrica entre pontos, segmentos e

poligonos estao listadas na Tabela 5.1.

1 | Poligono | Poligono
2 | Poligono | Segmento
3 | Poligono Ponto
4 | Segmento | Segmento
5 | Segmento Ponto
6 Ponto Ponto

Tabela 5.1: Intersecdo entre poligonos, segmentos e pontos

Para cada um destes casos, temos situacoes diferentes entre si, que serao exploradas
ao longo do Capitulo. Por exemplo, um segmento pode interceptar um poligono quando

ambos estiverem em um mesmo plano ou quando o segmento nao estiver paralelo ao plano
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do poligono. A Figura 5.4 relaciona alguns destes casos.

[l e
s

Figura 5.4: Casos de intersecdo poligono/segmento

Na Figura 5.4 as borboletas representam os pontos de intersecao entre poligonos e
segmentos. Vemos que a quantidade de situacoes particulares é bastante elevada e um estudo

de casos estd fora dos objetivos deste trabalho.

Uma grande problemética do processo de intersecao geométrica é a ambiguidade
gerada no processo de intersecio geométrica [10, 14]. A esséncia dos algoritmos para a
implementagao deste processo é a utilizagao da aritmética em ponto flututante. A aritmética
em ponto flutuante é usada para determinar as intersecoes entre as entidades geométricas,
baseando-se em regioes de tolerdncias e na informacado topolégica para garantir uma certa
robustez do processo. A robustez refere-se a eliminagao de ambigiiidades dos resultados de
intersecoes, ja que, utilizamos uma representacao de ponto flutante para representar ntimeros

reais.

Para colocar em prética a idéia de impor robustez a intersegao geométrica, ou seja,
faz-se necessirio definir as regioes de tolerancia para cada entidade. Nossa implementacao
utiliza duas regioes de tolerancias para cada objeto, chamadas regiao de tolerancia de inclusao,
denotada por €, e a regido de tolerancia de exclusdo, denotada por §. Nossa implementacio
utiliza os conceitos propostos por Bruderlin [3, 4]. Dadas duas entidades fundamentais A e
B, se suas regioes de inclusao se tocam, entao garante-se que elas interceptam-se, ou senao,

se suas regioes de exclusao nao se tocam, entao garante-se que elas nao se interceptam.

Dado um ponto Py = (g, %o, 20) no espago, a sua regiao de tolerancia de inclusao é
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definida como:

er, = {P || P~ Py| <e}, (5.5)

sendo € > 0.

Enquanto a regiao de tolerancia de exclusao dp, é definida como:

5p = {P || P~ Py | <6}, (5.6)

sendo § > e.

Geometricamente, as regioes de tolerdncias de inclusao e exclusao para um ponto P
podem ser vistas como esferas de raio § e €, com centro no ponto Py, com a restricdo de que

a regiao de exclusao é sempre maior do que a regiao de inclusao, Figura 5.5.

Figura 5.5: Regides de tolerancia de inclusdo, ¢, e exclusdo, J, para

um ponto no espaco

Para uma reta, as regides de tolerancias de inclusao e exlusao sao cilindros com raios
€ e 0, respectivamente. A Figura 5.6 exibe um corte nos cilindros que representam as regioes
de tolerdncia para uma reta. J4 no caso do plano, os elementos de tolerancias de inclusao
e exclusao seriam placas com espessuras € e §, respectivamente. A Figura 5.7 exemplifica as

regioes de tolerancia para um plano.
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g
v

Figura 5.6: Regides de tolerdncia de inclusdo, ¢, e exclusdo, J, para

uma linha no espaco

~—— plano

Figura 5.7: Regides de tolerancia de inclusdo, ¢, e exclusdo, J, para

um plano no espaco
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A composicao das regioes de tolerdncias de pontos, juntamente com as regides de
tolerancias para a linha compodem as regioes para o segmento de reta, ji que os segmentos
sao limitados por pontos nos seus extremos. As regioes € e § para poligono é conseguida pela
composicao das regioes para pontos, segmentos e plano, pois um poligono é limitado porr um

conjunto de segmentos e estes por pontos.

A determinacdo de coincidéncias de pontos no R>, a incidéncia de um ponto sobre
um segmento, a identificacdo da posicdo de um ponto em relacdo a um plano e de um pon-
to em relagdo a um poligono no plano sao as relagoes geométricas basicas implementadas
para o médulo de intersecdo. A partir destas relagoes as intersecoes: segmento/segmento,
segemento/plano, segmento/poligono, poligono/plano, poligono/poligono sao facilmente de-
terminadas. Vamos mostrar a seguir como implementamos as intersecoes basicas empregando

as regioes de tolerancias.

5.2.1 Coincidéncias de pontos no R?

A intersecdo de pontos, ou mais precisamente coincidéncia de pontos situados no R”
tringi Rn3) 6 ilise d icao relativa d t 1 -
nos restringimos ao é a andlise da posicao relativa dos pontos no espago no qual se en

contra. Portanto, dois pontos no 2 coincidem se existe uma igualdade nas suas coordenadas.

Entretanto, tratar “igualdade” quando se trabalha com ntimeros em ponto flutuante,
para representar nimeros reais, nao é uma tarefa tao trivial. Pois, inconsisténcias podem
aparecer, principalmente em alguns casos denominados degenerados; quer seja, pela propria
imprecisao na representacao em ponto flutuante; quer seja, pelo arredondamento nas ope-
racoes aritméticas que acumulam-se durante as operacoes sucessivas. A maneira cldssica de

manipular decisoes sobre dados aproximados é aplicando o paradigma da tolerdncia.

O paradigma da tolerdncia reza que, dados dois objetos geométricos, se a distancia
euclidiana entre ambos for menor do que um certo valor de incerteza €, decide-se que os dois
objetos sao coincidentes, caso contrario eles sao distintos. Contudo, alguns casos podem gerar
problemas, como por exemplo a aplicacao do paradigma para identificar se os trés pontos da

Figura 5.8 coincidem.

As regioes de tolerancias para os pontos P; e Py se tocam, portanto, conclui-se que
P, e P, coincidem. Por motivo idéntico P, e P; sao coincidentes, portanto, pela relacao de
transitividade P; e P53 sao coincidentes. Entretanto, pelo testes das regioes de toleréncias,
conclui-se que P; e P3 sao distintos, pois suas regioes de tolerancia de exclusao nao se tocam,

gerando uma decisdo inconsistente.
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Figura 5.8: Comparacdo entre trés pontos, aplicando o paradigma

da tolerancia

Além de levantar problemas como os apresentados, Bruderlin [3] sugere um processo,
utilizando as regioes de inclusdo, exclusdo e uma regido denominada regidao de buffer entre
as duas primeiras, para determinar coincidéncias entre pontos; juntamente com a sugestoes
apresentadas por Hoffmann [14] e Segal [25], implementamos um algoritmo relativamente

simples para deteccao de coincidéncias de pontos.

Definimos uma regiao de tolerancia de exclusao §, para auxiliar a regiao de tolerancia
€ utilizada originalmente pelo paradigma e denominada regiao de tolerancia de inclusao, sendo
€ C 6, Figura 5.5. Geometricamente, as regioes representam esferas concéntricas com raios
€ C §. No caso, adotaremos inicialmente na comparagao entre dois pontos com d = 2¢, pois o
importante ndo é a amplitude destes valores, mas a coeréncia dos resultados dos testes para

a identificacao da relacdo entre dois pontos.

Estas duas regioes tem atribuicoes diferenciadas no processo. Se as regides € de
dois pontos se tocam, entao, pelo paradigma da tolerancia, os pontos sao coincidentes. Por
outro lado, se as regides § de ambos os pontos nao se tocam, pode-se definir que os pontos
sao disjuntos. Assim, se dois pontos coincidem, a nova regido € serd a unido das regides ¢
originais dos pontos, na pratica a nova regiao serd a menor esfera que contém ambas esferas
originais. De forma semelhante, teremos a nova regidao de exclusao determinada pela menor
esfera que contém as regioes de exclusao originais. A Figura 5.9 ilustra a inferéncia das novas

regioes de inclusao e exclusao para dois pontos coincidentes.

Mesmo a adocao de regides de inclusao e exclusao pode ocasionar uma situacao de
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©

Figura 5.9: Novas regides de inclusdo e exclusdao para pontos coin-

cidentes

indecisao quanto a coincidéncia dos pontos, caso haja intersegao entre as regioes de exclusao
e as regioes de inclusdo sejam disjuntas. O procedimento adotado é variar ambas regides

mantendo a relacao § = 2e.

Um outro problema que pode aparecer é na relacao entre trés pontos, por exemplo.
Dados trés pontos Py, P> e P3. Digamos que o teste entre P; e P» indique que sdo disjuntos
e depois o teste entre P, e P3 uma coincidéncia entre eles. Assim, com as novas regioes de
tolerancias os testes para P;, P, sao refeitos, assim como para os demais pontos ja processados.
Esta sistemdtica visa reprocessar todos os pontos que tenham suas regides de tolerancias

alteradas para solucionar possiveis inconsisténcias.

5.2.2 Incidéncia de ponto em um segmento de reta

Da formulagao bésica da equacao (5.1) para um segmento de reta, a relagao de coin-
cidéncia entre dois pontos, vista na secao anterior, impoe a condicao de que as regioes de
exclusao dos pontos extremos devam ser disjuntas, para que se possa tracar um segmento
entre os pontos em questao. Caso contrario, se as regioes de inclusao se tocam, os pontos
coincidem; com isso teriamos um sistema indeterminado, pois por um ponto passam tantas

retas quanto se queira.

Atendida esta exigéncia, a relacdo de incidéncia entre um segmento e ponto no espago,

pode ser deduzida a partir da relagao ponto/ponto, sendo as regices de inclusao e exclusao da
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reta, € e §, apresentadas na Figura 5.10.(a). Geometricamente, estas regioes sao dois cilindros
com eixo comum e raios € e §. Lembrando que, qualquer segmento sobre esta reta, possui as
mesmas regioes de tolerancia, exceto nas extremidades do segmento, nas quais teriamos um

caso de tolerancia para pontos, Figura 5.10.(b).

@

D)

(b)

o

Figura 5.10: RegiGes de tolerdncias de inclusdo, ¢, e exclusdo, ¢ ,
para: (a) uma reta no espaco,(b) para um segmento limitado por P,

e P,. (vista lateral)

Um algoritmo para determinar a incidéncia de um ponto, P%, sobre um segmento ,
[(t), limitado pelos pontos Py e P;, pode ser implementado levando-se em consideracio os

seguintes passos:

Determina-se a projecao de Pt sobre a reta que passa por Py e P;, determinando o

ponto projetado, Ptx.

e Utilizando o teste de coincidéncia de pontos entre Ptx e Pt, verifica-se se ambos sao
coincidentes, se nao o forem, entao pode-se concluir que o ponto Pt nao incide sobre

o segmento, encerrando o algoritmo,

e sendo, se 0 ponto em questao e sua projecao sobre a reta coincidem, entdo deduz-se

que o ponto estd sobre a reta!

e Finalmente, se o pardmetro ¢ estiver no intervalo (0,...,1) ou se o ponto projetado
coincide com os extremos do segmento, pelo teste de coincidéncia de pontos, conclui-

se que o ponto incide sobre o segmento.
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Este procedimento fornece o resultado da incidéncia de um ponto sobre um segmento
com a mesma seguranca do procedimento de determinacido de coincidéncia de pontos, ja
que o primeiro é baseado neste ultimo. Entretanto, a deteccao de que um ponto pertence a
um segmento, pelos testes de incidéncia realizados, pode gerar um tipo de inconsisténcia e
possiveis falhas em futuras operacoes, se nao for determinado se o ponto estd no interior ou
na fronteira da aresta. Para evitar este conflito, realiza-se um teste entre o ponto e os pontos
extremos do segmento, caso coincida com um dos extremos, conclui-se que o ponto além de

incidir sobre o segmento, coincide com um de seus pontos extremos.

5.2.3 Incidéncia de um ponto sobre um poligono

Dados um ponto Pt = (zg,y0,20) € a equacao ( 5.2) do plano P, se as regioes de
inclusao de ambos se tocarem, entao o ponto esta sobre o plano; caso contrario, o ponto esta
fora do plano. Substituindo as coordenadas do ponto na equacao do plano, tem-se a distancia
do plano ao ponto, denotada por d(Pt, Pl). Aplicando os testes de incidéncias utilizando as

regioes de tolerancias distinglie-se as seguintes classificagoes:

e se d(Pt, Pl) < epi+€p;, 0 ponto estd no plano. Assim, as regides de inclusio e exclusao
de ambos sao ajustadas, para uma esfera com menor raio, que contenha as respectivas
regides, no caso do ponto; e placas com espessuras que contenha as respectivas regioes,

para o plano.
e se d(Pt, Pl) > dp; + dp;, e sinal positivo, o ponto estard “acima” do plano.

e se d(Pt, Pl) > dp; + dp;, e sinal negativo, o ponto estard “abaixo” do plano.

Nos ultimos dois casos, conservam-se as regioes originais, tanto do plano quanto do
ponto. Em estando o ponto sobre um plano qualquer, nosso maior interesse é poder classific-

lo em relagdo a um poligono simples, convexo, ou nao, e contido no plano.

A localizacao de um ponto em uma, face é imprescindivel para a viabilidade do pro-
cesso de intersecao entre faces e as demais entidades fundamentais, considerando que o ponto
esteja no plano da face. Dado que existe um compromisso entre generalizagao e eficiéncia,
a localizacdo de um ponto em uma face concava, com “buracos” e miultiplos lacos pode ser
determinada lancando a partir do ponto um segmento de reta, infinitamanente grande, no

plano da face, e analisando o niimero de intersecoes com os lagos da face, Figura 5.11.

No caso da reta interceptar apenas arestas e nao interceptar vértices, o ponto estara

no interior do poligono se o nimero de intersecoes for impar; sendo, se o nimero for par, o
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Figura 5.11: Algumas situacdes que envolvem a localizagdo de um

ponto em relacdo a um poligono no plano

ponto estd fora do poligono. Estando o ponto sobre a borda do poligono, a intersecao por si
s6 o reconhecerd como tal, eliminando a necessidade de contagem do ntimero de intersecoes.
Afirmativa esta valida para o caso trivial do ntimero de intersecoes ser nulo, neste caso o
ponto estard fora do poligono. Note na Figura 5.11.(a) a presenca de um lago degenerado,
representado pela aresta (dnica) interna a uma face. Um outro exemplo de laco degenerado
seria um vértice interno a uma face e sem aresta adjacente. Estes lacos nao sao levados em

consideragao no processo de contagem de intersegoes.

Quando a reta passa por um vértice V (k), do lago da face, a anélise da quantidade

de intersecoes segue os critérios:

e lacos degenerados nao sao levados em consideragao neste caso.

e sdo observados os vértices adjacentes (no lago) ao vértice em andlise. Caso estejam
em semi-planos opostos em relacao a reta proveniente do prolongamento da semi-reta,
r(t), gerada, incrementa-se o contador de um; senao se estiverem no mesmo semi-plano

o contador nao é incrementado.

e se algum dos (ou ambos) vértices adjacentes ao vértice V' (k), determinados no passo
anterior, estiver(em) sobre a semi-reta é tomado seu sucessor ate’ encontrar um caso

falso.

Terminado todo o processo de contagem do nimero de intersegoes, de acordo com o

contador descrito, o resultado da andlise é dado por:
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e se o contador for um nimero impar, o ponto (Pt) estd dentro do poligono F. Ou
sendo , se o ponto coincide com algum ponto do conjunto de pontos da interseciao da
semi-reta com os lagos do poligono é porque o ponto estd sobre a fronteira (algum

lago) da face.

e sendo, se o resultado for nulo ou par, o ponto (Pt) estd fora do poligono F'.

5.2.4 Intersegao entre dois segmentos de reta no 3

Determinar a intersecao entre dois segmentos de reta ly(t) e I1(¢), algebricamente,

seria resolver a equagao linear lo(t) = [1(¢), isto é

P0+t0(P1—P0):P2+t1(P3—P2) (57)

para tg e t1. A andlise destes valores ird determinar a intersecdo dos segmentos. Entretanto,
este sistema serd indeterminado se os segmentos se interceptarem sobre a mesma reta suporte,
pois t terd uma infinidade de valores como solucdo. Sendo assim, contornamos alguns destes

possiveis impasses, dividindo o problema em duas partes:

e Na primeira parte tratamos a colinearidade e coplanaridade das retas suportes dos
dois segmentos, identificando as quatro situacoes: a retas sdo reversas ou paralelas e,
portanto, ndo se cruzam; sendo, se as retas forem coplanares e nao-colineares, elas se
cruzam em um dnico ponto, podendo estd ou nao nos segmentos. E finalmente se sao

colineares e coincidentes, os segmentos podem se interceptarem ou nao.

e Identificadas as possiveis situagoes de intersecdo, para os dois casos possiveis sao im-

plementados algoritmos especificos para o tratamentos do problema de intersecao.

5.2.4.1 Tratamento da colinearidade de dois segmentos coplanares no i3

Dados dois segmentos coplanares no espago euclidiano, nosso objetivo é determinar a
intersecdo entre ambos, a menos que sejam paralelos, e portanto nao havendo possibilidades

de se cruzarem.

As parcelas (P — Py) e (P3 — P,) representam as dire¢oes, Dy e D dos segmentos

orientados ly(t) e l1(t), assim o dngulo entre os segmentos é dado por:
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) (5.8)
se 0 < € as retas suporte sao paralelas; senfo, as retas suporte dos segmentos sao congruentes.
Para o primeiro caso, verifica-se a distancia de um dos pontos extremos de uma das retas em
relacdo a outra, segundo os mesmo critérios adotados para verificacdo de incidéncia de um
ponto sobre uma reta. Caso nao haja distancia entre ambos, as duas retas sao coincidentes
e portanto, os segmentos sdo passiveis de intersecado. Para dar mais seguranca ao processo,
em caso afirmativo no passo anterior, repete-se o teste para o extremo restante do mesmo
segmento em relacao a reta suporte do outro segmento, se este ponto incide sobre a reta,

tem-se a garantia que as retas sao coincidentes; sendo, as retas sao congruentes

Vé-se claramente, a necessidade de testes de incidéncia para evitar problemas com
inconsisténcias, esta necessidade nasce para pequenos valores de 6. Digo, para valores bem

maiores que zero, a confirmacao da congruéncia é clara e livre destes percausos.

Quando as retas sao coincidentes, as regides de inclusao e exclusao dos pontos ex-
tremos e dos segmentos sofrem um ajuste, devido a presenca de uma pequena angulaciao 6,

Figura 5.12.

Figura 5.12: Regides de tolerancias ajustadas dos extremos dos seg-

mentos

As regioes de tolerancias atualizadas para os extremos dos segmentos, para retas
coincidentes, sdo calculados pela composicao das regioes de cada ponto com a projecao sobre

a reta suporte do outro segmento. Esta composicao é feita de acordo com as regras de pontos



5.2 Consideragoes sobre a intersecao geométrica 93

coincidentes, ou seja, cada ponto terd as regioes de inclusao com sendo a menor esfera que
contém as regides de inclusdo sua e do ponto projetado. O mesmo procedimento é feito para

as regioes de exclusao dos quatro pontos extremos.

As regides de inclusdo e exclusdo dos segmentos sdo escolhidas entre duas maiores
regides de inclusao e exclusao dos pontos extremos, para que operacoes futuras sejam tratadas
coerentemente, ji que a intersecao de segmentos pertecentes a restas coincidentes estas regioes

nao terdo grande importancia.

Quando @ > § teremos a condi¢ao de congruéncia das retas suportes, assim os dois
segmentos podem se interceptarem. Se assim acontecer, o fard em um tinico ponto. A seguir

daremos prosseguimento aos dois algoritmos de intersecao mencionados.

5.2.4.2 Intersecdo de dois segmentos coplanares e congruentes no i3

Dados dois segmentos congruentes coplanares, a suas retas suportes sempre se tocam
em um Unico ponto. Portanto, o procedimento para interse¢ao dos dois segmentos identifica o
ponto de intersecao das duas retas, e também os parametros % e £1, caso estejam no intervalo
[0, 1], os segmentos se interceptam. Caso contrério, se pelo menos um dos segmentos estiver

fora deste intervalo, é porque na intersecao é vazia.

Veja que os testes de incidéncia dos pontos nos segmentos sio realizados segundo os
preceitos ja mencionados nos testes de incidéncia de pontos em segmentos, para garantir a

validade da operacgao e consisténcia dos dados.

5.2.4.3 Intersecao entre dois segmentos sobre uma reta

Atestada a coincidéncia das retas, a determinacao da intersecao é feita testando a
incidéncia dos pontos extremos de um segmento sobre o outro segmento. A Figura 5.13
ilustra alguns casos possiveis. Na verdade, estes testes sao intersecoes entre intervalos sobre

a reta.

Caso haja dois pontos quaisquer com seus respectivos parametros no intervalo [0, 1],
o segmento resultante estard entre ambos, salvo o caso em que ambos, também, coincidem
e, portanto, a intersecdo serd dada por um tnico ponto. A inexisténcia de pardmetros no

intervalo [0, 1], indica que hé intersegao.
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Figura 5.13: Intersecdo de segmentos sobre uma reta

5.2.5 Relacgoes entre segmentos e poligonos

Os algoritmos apresentados nas se¢oes anteriores serviram de base para as implemen-

tacoes das seguintes intersecoes:

e poligono/segmento: aproveita-se das relagoes entre poligonos e pontos, ja que o seg-

mento é limitado por dois pontos.

e poligono/poligono: utiliza-se das relagoes entre segmento e poligono, pois os lacos de
cada poligono analisados em relagao ao outro poligono, juntamente com as relagoes
de perticéncias de pontos em relagao a um poligono podem levar a determinagao das

intersecoes entre estas entidades.

Detalharemos algumas destas situagOes nas segOes seguintes sobre classificacao de
pertinéncia local e global. Nestas secoes apresentaremos as contribuicoes do médulo de in-

tersecoes no processo de classificacao para a classe de objetos descrita nesta implementacao.

Encerramos as consideragoes sobre intersecao geométrica, apresentando os trés casos
bésicos de intersecdo entre ponto, segmento e poligono e derivacoes relacionadas, como por
exemplo a intersecao entre segmentos, etc. Vamos na préxima se¢ao tecer algumas consi-
deragoes sobre a influéncia dos resultados da intersecao geométrica sobre a classificagao de

pertinéncia.
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5.3 Implementacao dos moédulos de classificacao

A implementacao de classificacdo de pertinéncia nao é uma tarefa simples e direta
para qualquer classe de objetos [30]. Para os complexos celulares com a geometria restrita a
pontos no R3, segmentos de reta, e poligonos planares, esta tarefa torna-se bem mais factivel,
pois, o que seria um trabalho local e dificil, a identificacdo das vizinhancas dos pontos passa a
ser global para cada médulo de classificagao, senao vejamos como isto se concretiza em cada

um dos moédulos de classificacao.

e pré-classificagao: os subcomplexos-vértice e subcomplexos-aresta sao classificados em

relacdo aos espacos R, e os subcomplexos-face em relacio ao R2.

e classificacao local: a dimensao do espago de imersao minimo para os pares de sub-
complexos é determinada pela posicao relativa entre eles. Por exemplo, para dois

subcomplexos-aresta colineares no plano, o espago de imersao minimo comum é R.

e classificacdo global: se houver célula-3 o espaco de imersio minimo serd o R3, e a
classificacao serd realizada em todas as células adajacentes a célula-3, inclusive na
prépria. Para isto contamos com a ajuda de testes geométricos de um ponto em

relagao a um poliedro.

Mostraremos a seguir alguns detalhes da implementacao dos médulos de pré-classificacao,

classificacao local e classificacao global.

5.3.1 Implementacao da pré-classificacao

A pré-classificagao para dois complexos A e B atribui uma classificacao a todas as
entidades fundamentais de cada complexo, considerando a priori A e B disjuntos para utilizar

os grupos da Tabela 3.1. Os seguintes passos sao considerados:

1. Os subcomplexos-face, subcomplexos-aresta e subcomplexo-vértice sao processados
nesta ordem. Desta forma, existe uma precedéncia dos subcomplexos de maiores
dimensoes sobre os de menores dimensoes, por exemplo, as arestas da fronteira de uma
face sdo classificadas como fronteira do subcomplexo face e ndo como subcomplexo-

aresta.

2. Todas as células de cada subcomplexo sao classificadas utilizando os operadores de
consulta da estrutura de dados para fornecer as informagcoes de adjacéncias. O processo

termina quando todos os subcomplexos tenham sido classificados
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Exemplo 6 A Figura 5.1/ exibe o classificacdo de um complexo A, supondo que seja disjunto

de qualquer outro complezxo, inclusive do complexo B.

bA-B
. ‘2‘ R
iA-B
bA-B
(€Y

(b)

bA-B

bA-B bA-B
bA-B

(© bAB

Figura 5.14: Pré-classificacdo de um complexo em relagdo: (a) um

complexo A (b) subcomplexo-aresta (c) subcomplexo-face

O complexo A da Figura 5.14 pode ser dividido em dois subcomplexos: o subcomplexo-
face € classificado em relacio ao espaco R%, enquanto o subcomplezo-aresta é classificado em

relagdo ao espago R.

A titulo de simplificacdo qualquer subcomplexo-vértice deve ser classificado em re-
lagdo a reta R. A presenca de subcomplexo-vértice sé é possivel quando vértices nio sio

adjacentes a nenhuma outra entidade topoldgica, isto é, formam uma componente.

5.3.2 Implementacao da classificagao de pertinéncia local

A classificagao local, explorada no Capitulo anterior, concentra-se na determinagao
da pertinéncia de dois subcomplexos com dimensoes limitadas em em dois, ou seja, vértices,
arestas ou faces. Para esta implementacao limitamos, como ja frisamos, a geometria des-
tas entidades e tratamos apenas poligonos planares, segmentos de reta e pontos no R>. O
comportamento geométrico destas entidades viabiliza a implementacao de algoritmos para a
determinacao do espaco de imersao minimo comum e a funcao de classificacao para as entida-
des fundamentais, pois a posicao relativa no espaco calculada na intersecao destas entidades

fornece a informacao da dimensao do espaco minimo. Para os subcomplexos minimais de
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entidades fundamentais, temos os seguintes casos possiveis, nos quais a posicao relativa entre

eles fornece a dimensao do espago:

1. a incidéncia de um subcomplexo-vértice sobre qualquer outro subcomplexo minimal,

a dimensao do espaco de imersao minimo comum é dado pela dimensao deste tltimo.

2. na intersecao entre subcomplexos-aresta, o espago minimo é R se os segmentos de reta
que representam os subcomplexos-aresta sao colienares, caso contrario institui-se que
o espaco é R? e faz-se uma andlise das vizinhancas dos pontos de intersecio através

de uma funcao complementar apresentada abaixo.

3. na intersecao entre um subcomplexo-aresta e um subcomplexo-face, o espago minimo
é R? se o segmento de reta que representa o subcomplexo-aresta pertence ao plano do
poligono que representa o subcomplexo-face; caso contrario institui-se que o espago
é N3 e faz-se uma andlise das vizinhancas dos pontos de intersecio através de uma

funcdo complementar apresentada abaixo.

4. na intersecio entre subcomplexos-face, o espaco minimo é R? se os poligonos pertencem
a um mesmo plano; caso contrério institui-se que o espaco é R e faz-se uma andlise das
vizinhancas dos pontos de intersecao através de uma func¢ao complementar apresentada

abaixo.

Exemplo 7 A Figura 5.15 reproduz algumas das possiveis intersecoes entre subcomplexos
formados apenas por entidades fundamentais e destaca o espago de imersdo minimo comum

sobre o qual devem ser classificadas todas as células de cada subcomplexo.

A Figurab.15.(a), exibe a interse¢ao entre dois subcomplexos-aresta, neste caso, a
andlise da colinearidade entre os segmentos que representam as arestas indica que o es-
paco de imersdo minimo comum € a reta R (dimensao um). Na Figura 5.15.(b) temos um
subcomplexo-face e um subcomplexo-aresta pertencentes ao mesmo plano, e portanto, o es-
paco de imersao minimo tem dimensdo dois. O espacos de imersdo minimo tem dimensdo
trés para a situagoes mostrada na Figura 5.15.(c), pois o poligono e o segmento nao sao
coplanares. O iltimo dos casos, Figura5.15.(d), difere do caso (a) no que diz respeito a co-
linearidade entre os dois segmentos (nao sao colineares) e desta forma o espago de imersdo

minimo possui dimensao igual a dois.

A determinagao do espago de imersao através das informacgoes de colinearidade de co-
planaridade pode entrar em contradicdo com o que fora estabelecido em Capitulos anteriores,

senao vejamos o exemplo da Figurab.16.
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Figura 5.15: Classificacdo local - destaque para o espaco de imersio

minimo comum

bA/\bB
A
B

A < bANbB
\B

= bANbB

Figura 5.16: Classificacdo local - destaque para o espaco de imers3o

comum nao-minimo
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As dimensoes dos espagos de imersao comuns pela andlise dos testes de colinearidade e
coplanaridade podem gerar resultados incorretos do ponto de vista do que se deseja buscar que
é o espaco de dimensdo minima. Evitamos de relacionar os casos explorados na formulacao
da funcao de classificacao local mostrados no Capitulo anterior. Para evitar redundancia
de informacao, somente para ilustrar mostramos a implementacao da classificagao entre dois

subcomplexos-vértice e em seguida entre um subcomplexo-vértice e um subcomplexo aresta.

Do ponto de vista de implementacao, ressaltamos como solucionar o problema do
espaco de imersao minimo afim de sustentar o argumento sobre a validagao da informagao
geométrica para determinarmos a dimensao correta do espaco através de um funciao completar

para identificacdo do espago de imersao minimo comum.

Funcao complementar para determiniagao de espago minimo comum. A
Funcao complementar para identificacdo do espaco de imersdo minimo entre dois subcom-
plexos minimais, cuja a dimensao do espago de imersao minimo comum é maior do que a
dimensao do subcomplexo de maior dimensao, analisa os elementos comuns a ambos subcom-

plexos como segue:

1. se as entidades comuns a ambos subcomplexos pertencem ao interior de pelo menos
um dos subcomplexos tomando como espago de imersao o espaco original do subcom-
plexo em andlise mantém-se a dimensao do espaco determinada a partir da informacao

geométrica.

2. sendo, se as entidades comuns a ambos subcomplexos pertecem as suas fronteiras
originais, a dimensao do espago de imersao minimo comum deve ser igual a dimensao

do maior subcomplexo.

5.3.3 Implementacao da classificagao de pertinéncia global

No processo de operacao booleana entre dois complexos A e B, a classificagao global é
realizada como complemento do processo de classificacdo de pertinéncia caso um (ou ambos)
complexos contenha célula-3 em sua estrutura. Caso contririo, como ji mencionamos a

classificacao é mantida e o médulo de classificacdo global nao é executado.

A classificagao global concentra-se em identificar as relagoes entre as células-3 e demais
entidades topoldgica, desta maneira. Com isto o mdédulo possui duas etapas bésicas de

funcionamento, pressupondo inicialmente que o objeto A contenha um célula-3
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e identificagdo da relacao entre células-3 e entidades topoldgicas fundamentais. Em
relagdo ao objeto A, todas as entidades fundamentais adjacentes a célula-3 sio reclas-
sificadas em relagao ao espago de imersao minimo comum de dimensao trés, inclusive
as entidades comuns de A e B sdo processadas. Toda a estrutura topolégica do objeto
B é percorrida afim de se identificar quais entidades estao no interior do subcomplexo-

solido formado pela célula-3 e demais entidades adjacentes a célula-3.

e identificagdo da relagao entre células-3 dos dois objetos. Este processo é efetivado em
funcao da presenca de células-3 em ambos os objetos, além da necessidade de haver

entidades fundamentais nos interiores de ambos subcomplexos s6lidos

Neste procedimento dois procedimentos sao puramente topolégicos e portanto, nao
sofrem do infortiinio de problemas com a robustez que sao a identificacao das entidade funda-
mentais que pertencem a fronteira da célula-3 e a relacao entre células-3 de dois objetos. No
entanto, a pertinéncia das entidades fundamentais em relagao as células-3 requerem algorit-
mos geométricos para o seu processamento, e com isto novamente fizemos uso das regioes de
tolerancias de inclusao e exclusao para impementar algumas rotinas de pertinéncia de ponto

em relacdo a um poliedro.

Todas as entidades fundamentais adjacentes a cada célula-3 na estrutura de dados
sao recuperadas através das fungoes de consulta, e reclassificadas como fronteira do objeto
ao qual pertence. Por exemplo, a Figura 5.17 exibe um sélido do objeto A com uma face F
previamente classificada como (A NiB), mas como a face F' é adjacente ao sélido sua nova

classificacdo em relacdo a A é modificada para (bA NiB).

Alteramos apenas a classificacdo em relacao ao objeto A, ja a relacao de pertinéncia
em funcdo de B pode ou nao mudar através do mesmo processo caso a face F' pertenca a
fronteira de B. Um segundo procedimento é investigar a relacao das entidades fundamentais
de um objeto em relagao as entidades sélidas do outro. Considerando uma entidade célula-3
pertencente ao objeto A, o processo de investigacdo da pertinéncia das entidades topoldgicas

de B em relacdo a célula-3 toma as seguintes etapas:

1. Todos os vértices de B sao testados contra a célula-3, através de um algoritmo geométrico.
Identificado um vértice no interior do poliedro formado pela célula-3 e suas fronteiras,
todas as entidades topoldgicas adjacentes ao vértice e que nao pertencem a fronteira
do solido sao classificadas como pertencentes ao seu interior. Este procedimento iden-
tifica arestas e faces no interior do sélido que tenha algum vértice também no interior

deste sélido.
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FCPC(F)=iA/\iB  (velha)

!

FCPC(F)=bA\ iB  (nova)

Figura 5.17: Classificacdo global de uma entidade fundamental de

objeto que contém entidade sélida

2. H4 mais de um vértice de B comum a fronteira da célula trés e que sejam adjacentes

a uma face ou uma aresta de B 7

e Sim: se o conjunto dos vértices formam um ciclo topoldgico (novo) e sao adja-
centes a uma face, entao a face corta o subcomplexo-sélido formado pela célula-
3. Sendo, se os vértices formam uma cadeia, as arestas determinadas por estes
vértices, podem estd no interior do sélido. Caso o seu ponto médio entre cada

para de vértices (ordenados) esteja no interior do subcomplexo-sélido

e Nao: nenhuma reclassificacdo é mais necessaria, e nao existe elementos de B no

interior do subcomplexo de A.

A relagao entre subcomplexos sélidos é conseguida através das informacoes de ad-

jacéncias das entidades classificadas pelos procedimentos descritos acima.

5.4 Integracao dos operadores booleanos no ProSIm

O ProSIm - sistema de Prototipacao e Sintese de Imagens dispoe de uma interface
amigavel, que facilita a incorparacao do médulo de operacao booleana e lhe prové uma série de
facilidades, tais quais: o médulo de pré-processamento sugerido no Capitulo 4 (Figura 4.23),
manipulacao de objetos na cena, inclusive selecdo de objetos. A Figura 5.18 mostra a interface

deste sistema de modelagem.
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Figura 5.18: Sistema de Prototipacdo e Sintese de Imagens - ProSIm
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O moédulo de operacoes booleanas estd incorporado ao menu Global Operations, mos-
trado na Figura 5.18. Quanto aos operadores, completadas as fases de intersecio e classifi-
cagoes, todas as entidades topolégicas que compoem ambos os objetos submetidos ao processo
estdo coerentemente classificados em oito grupos de entidades. De acordo com a proposta
para o processo de classificagdo de pertinéncia de conjuntos ja descrita, todas as células de

ambos os objetos estao relacionadas a algum grupo da Tabela 3.1.

Para a efetivacdo de uma das operagoes booleanas fechadas (intersecao, uniao e dife-

renga) depende apenas de trés passos complementares:

1. Edigao dos Operadores: estd, também, relacionada com as funcionalidades do Pro-
SIm , pois, resume-se a indicacao de qual operacao booleana deva ser realizada. O
sistema ProSIm dispoe de uma interface amigavel pela sinalizamos que seja empreen-

dida as operagoes booleanas.

2. Selecao das entidades: seleciona dentre os oito grupos de entidades, as entidades
de compoem o objeto resultante do processo, de acordo com o operacao indicada pelo
modulo de edicdo de operadores. Obervando que na operacao de diferenca, as entidades
de fronteira comuns aos dois objetos sdo submetidas a um processo de refinamento,

resultando em novos agrupamentos de entidades durante a classificagao.

3. Composicao dos resultados: recebe as entidades selecionadas no processo anterior,
e compoe o objeto resultante da operagao booleana. Para isto, atualiza toda a es-
trutura de dados TDM, verifica a consisténcia das informagoes topoldgicas e também
elimina as entidades redundantes criadas durante todo este processo, fazendo uma

espécie de filtragem topoldgica das entidades resultantes.

5.4.1 Edicao dos operadores

Os médulos de intersecao e classificacoes preparam todas as entidades topoldgicas
para servirem & composicao de operacoes booleanas fechadas nos objetos primitivos da NM-

Classe.

O primeiro passo no sentido de se conseguir compor uma, operacao booleana é saber
qual operagdo boolena deve ser efetivada pelo processo. Esta tarefa estd ligada com as
funcionalidades GMS, pois, é inerente do sistema de modelagem saber como os resultados
devem aparecer! A implementacdao dos operadores no sistema ProSIm prevé a visualizagao
das trés operagoes booleanas, em quatro resultados possiveis devido a nao comutatividade da

operador diferenca fechada.



5.4 Integracao dos operadores booleanos no ProSIm 104

No sistema ProSIm , o médulo de edicao serve para indicar a realizacao de operacoes
booleanas, no caso, todas as operacoes sao realizadas. Pois, a idéia inicial seria a apresentagao
dos resultados das operacoes booleanas, e depois a escolha da operacao a ser efetivada, isto
implica na supressdo do médulo edicdo de operadores, Figura 5.19.(b); pois, todas as pos-
sibilidades seriam expostas na tela e o usudrio escolheria a operacao desejada simplesmente

apontando para uma das janelas.

|
v |

[ cLASSIFICAGAO GLOBAL |
|

[ EDICAO DOS OPERADORES | [ CLASSIFICAGAO GLOBAL |
SELEGAO SELECAD
( composicAio ) ( composicA0 )

(@ (b)

Figura 5.19: Mddulo de edi¢do no processo de operagdo boolea-
na: (a) uma operacdo é selcecionada, (b)todas as operacdes sdo

visualizadas e depois uma ¢é selecionada

A abordagem mostrada na Figura 5.19.(a) requer a selecao da operagao antes da
selecdo das entidades. Esta disposicao possui uma grande vantagem sobre a outra, pois, a
seleco é feita somente para uma operacgao, e portanto, diminui significativamente o tempo

de processamento nos médulos complementares.

Do ponto de vista de interatividade, a priori, seria de se esperar que a primeira
abordagem, na qual todas os resultados sao visualizados antes, daria maior retorno para o
usudrio do sistema de modelagem. Entretanto, sobre esta forma de ver o problema, pesa
o argumento de que, em um processo de contrugao de uma cena complexa, dependendo do
estagio da sua construgdo, nao necessariamente ambas as primitivas sao simples. Com isto,
chegamos a conclusdo, que na grande maioria das vezes o usudrio sabe “o que quer fazer”,

ou seja, qual operagao deve ser escolhida.

O certo é que esta mobilidade na ordem dos médulos, dentro da nossa proposta é

importante para a incorporacao dos operadores booleanos fechados a um sistema de modela-
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gem geométrica, e que isto pode ajudar a compor um processo mais ou menos interativo, a

depender das necessidades do usudrio e abordagens dos projetistas na construcao do GMS.

5.4.2 Selecao de entidades

O processo de selecdo é responsével por selecionar todas as entidades classificadas,
levando-se em consideracao a operacao booleana a ser efetivada. Para a operacao booleana
de intersecao fechada entre os objetos A e B é determinada pela juncao dos seguintes grupos

de entidades:

A unido fechada dos mesmos dois objetos A e B é determinada pelos seguintes grupos

de entidades:

A operagao diferenca fechada (A © B) é composta pela selecio dos seguintes grupos

de entidades:

(iANbB)
(bAN bB)*

Ja a operacao (B © A) é dada por:
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(BA— A)
(bB — A)
(iB N bA)

(bANbB)*

A composicao das entidades pertencentes aos grupos acima descrevem o modelo do
objeto resultante das operagoes de intersecao, uniao e diferenca fechadas segundo os grupos da
Tabela 3.1. O TDM se encarrega da consisténcia topoldgicas das entidades de cada resultado

do processo.

5.4.3 Composicao do resultados das operagoes booleanas

A composicdo um modelo resultante de uma operacao booleana a ser representado

pelo TDM, é empreendida nas entidades seleciondas e busca satisfazer as seguintes condigoes:

1. filtragem topoldgica: a eliminagao de entidades redundantes criadas durante o processo

de intersecao geométrica, e

2. verificacao da validade do modelo: a filtragem topolégica observa o principio da vali-
dade do modelo, ou seja, que os dados armazenados consigam reproduzir um objeto

da NM-Classe, isto é, um complexo celular

Durante a intersecido geométrica, as entidades pertencentes a intersecio dos dois
objetos sao criadas em ambas estruturas, e referenciadas mutuamente. Entretanto, ao término
da operacao as entidades duplicadas devem ser eliminadas. Outro tipo de entidade a ser
eliminada é aquela criada para “recuperar” o interior de outra entidade, a este processo
denominamos filtragem topoldgica. Exemplo, operacao de diferenca entre um subcomplexo-

face e um subcomplexo-aresta, Figura 5.20.

Este médulo sofre ainda alguns problemas de funcionalidade, pois a filtragem nova-
mente uiliza-se de testes geométricos; no entanto, o desligamento momentineo desta funcio-
lidade nao compromete os resultados do processo. Os resultados fornecidos na préoxima secao

demonstram esta consideragao.

5.5 Resultados da operacao booleana fechada

Apresentamos neste espago alguns resultados da implementagdo dos operadores boo-

leanos fechados. A Figura 5.21 mostra a instanciagao de dois objetos da NM-Classe.
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€] (b)

Figura 5.20: Operacao booleana de diferenca entre um
subcomplexo-aresta (e) e um subcomplexo-face (f): (a) diferenca

(f —e) (selecdo), (b) eliminacdo da aresta redundante

Observa-se na Figura 5.21 que um dos complexos é formado por uma face concava,
mas os resultados das operacoes booleanas sao validos, isto é, os modelos resultantes perten-

cem a NM-Classe, e sao mostrados na Figura 5.22.

Ressaltamos que nestes resultados nao foi ativado o médulo de filtragem topolégica;

criado para a eliminacao de entidades redundantes.

A Figura 5.23 mostra a operagao booleana entre duas faces perpendiculares a uma

superficie composta de duas faces conectadas por uma aresta

A Figura 5.24 mostra a operacdo booleana entre duas “cascas” que decrevem um

cubo e um cilindro

Os resultados gerados e apresentados sao validos para o dominio de objetos da NM-
classe; com isto, a representacao através do TDM é conseguida e os operadores booleanos
tornam-se um dos moddulos mais versidteis dentro do sistema ProSIm para a manipulacao

geométrica.
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Figura 5.21: Visualizacdo de objetos da NM-Classe através do ProSIm
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Figura 5.22: Operacdo booleana entre duas faces (uma convexa e uma cdncava); quadro

maior destaca linhas de intersecao
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Figura 5.23: Combinagdes booleanas fechadas entre quatro faces
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AiPruSIm: Camera#1 <selectd - i_| —| Intersection [ Union | -]

s

=) Difference B,A | 2| _I[||— Difference A,B | -]

Figura 5.24: Combinagdes booleanas fechadas entre um cubo e um cilindro, ambos

representados por “cascas”



Capitulo 6

Conclusao e sugestoes para trabalhos

futuros

Apresentamos um conjunto de operadores booleanos fechados sobre uma classe de
objetos modelados por complexos celulares. Para viabilizar o processamento uniforme de
objetos de dimensoes heterogéneas introduzimos o conceito de espaco de imersao minimo.
O uso da nogao de espaco de imersido minimo permite classificar corretamente o tipo de
vizinhanga dos pontos comuns a objetos de dimensao distinta. Com isso, foi possivel utilizar
o mesmo padrao de algoritmos de combinagoes boolenas existentes, cujo maior trunfo é a
reducdo de um problema complexo em problemas locais de determinacao de vizinhancas de
pontos. A implementagao deste processo foi viabilizada gracas a utilizagao de uma estrutura
de dados eficiente, capaz de garantir a validade dos modelos e prover mecanismos eficentes

para manipulagao e recuperacao de informagoes topoldgicas relativas a estes modelos.

O procedimento de classificacao de pertinéncia proposto nao é s6 um mecanismo
eficiente na implementacao dos operadores booleanos fechados sobre os objetos da NM-Classe
como mostrado neste trabalho. Ele é também 1til para quaisquer problemas que possam ser
reduzidos ao problema de classificacao de pertinéncia como o problema de detecao de colisao

entre os objetos da NM-Classe.

O algoritmo proposto viabiliza ainda a concepcao de algoritmos de operacao boolea-
na interativos, porque ele particiona indistintamente todos os pontos dos dois objetos que
se interceptam. A partir dos subconjuntos obtidos é possivel computar todas as possiveis

combinacoes booleanas.

A funcao de classificacao de pertinéncia foi implementada para processar pontos,

segmentos e poligonos. Estd em fase de desenvolvimento um algoritmo de intersecao para
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superficies racionais no nosso laboratério. Pretende-se, como um dos futuros trabalhos, a in-
clusao dessas superficies no dominio dos nossos objetos da NM-Classe. Para isto, é necessario

prover algoritmo de classificacdo de vizinhancgas de pontos para superficies racionais.

Estamos estudando a possibilidade da inclusao de um médulo de interagdo com o
usudrio para os operadores booelanos. Este moédulo teria por finalidade prover mecanismos
para permitir ao usudrio do sistema de modelagem ajustes finos no posicionamento dos objetos
na cena afim de se conseguir resultados desejados, sem que todo o processo de operacoes
booleanas tenha que ser refeito. A dificuldade reside em descobrir qual a magnitude das
tranformacoes rigidas incrementais que nao acarretam mudancas na estrutura topoldgica, pois

desta forma, o processo seria refeito sem a necessidade de utilizar os médulos de classificacao.

Visando algumas aplicagoes, os operadores booleanos fechados podem ser utilizados
na deteccao de colisdo para objetos representados por fronteiras. Para isto, haveria a neces-
sidade de se formular um conjunto de operadores booleanos regularizados baseados na nossa
abordagem, o que ndo seria dificil. A deteccao de colisdo entre dois objetos é determina-
da pela comparacao dos resultados da intersecao regularizada e fechada; se o resultado da
primeira for nulo e o resultado da segunda diferente for nao-nulo, indica que os objetos se

tocam. Isto permite a identificacdo da drea de colisao.



Apéndice A

Topologia de Conjuntos Fechados

Apresentamos neste Apéndice alguns conceitos relativos a topologia de conjuntos
fechados, bem como algumas propriedades relativas a fecho, interior e fronteira de conjun-
tos. Nocoes de espago topoldgicos, homeomorfimos e vizinhangas de conjuntos também sao

apresentadas.

O objetivo deste apéndice é de suprir alguns conceitos elementares relativos a teoria
dos conjuntos e topologia geral, desta forma, estes assuntos sdo colocados de forma sucinta
e quaisquer necessidade de aprofundamento nas demostracoes o leitor deve buscar em Kura-
towsky e Mostowsky [20], Mendelson [19], e Requicha e Tilove [29]. Além destas referéncias

bésicas, algumas outras fontes sao citadas durante a apresentacao dos assuntos.

A.1 Conceitos elementares de topologia

Esta secao tem o objetivo de apresentar conceitos elementares sobre topologia, que
visam facilitar a leitura do restante do capitulo e prover uma base conceitual para as definicoes

que requerem conhecimentos acerca da area, de forma intuitiva e de ficil compreensao.

A.1.1 Espaco topolégico

Os espacos topolédgicos podem ser visto como uma generalizacao dos espagos métricos,
nos quais a no¢ao de proximidade é colocada de forma abstrata sem precisar a existéncia da

distancia.
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Definicao 1 Um espago topoldgico é um par (W, ), onde W é um conjunto, T é uma clas-
se de subconjuntos abertos de W denominado topologia de (W, T), os elementos de W sao

chamados de pontos, e que satisfazem as sequintes condi¢oes:

A unido de qualquer cole¢do de conjuntos abertos é aberto.

A interse¢do de quaisquer dois (consequéntemente de quaisquer niumero finito) de con-

juntos abertos € aberto.

O conjunto vazio ) é aberto.

O conjunto universo W € aberto.

A.1.2 Sistema de vizinhanga

Apresentamos em primeira instancia a nogao de sistema de vizinhanca de um ponto

z de um conjunto como segue:

Definigao 2 Dado X ser um conjunto, e para cada ponto de © € X, dado Ny = {N(x)} ser

uma familia de subconjuntos nao-vazios de X associada a = tal que:

1. z € N(z) para cada N(z) € N,

2. Se V.2 N(z) para todo N(x), entdo

Intuitivamente, uma vizinhanca N (z) de um ponto z em um espaco topolégico (W, 7)
é qualquer subconjunto de W que contém um conjunto aberto o qual contém z. Se N(x) é

um conjunto aberto, entdo ele é chamado vizinhanca aberta [29].

A.1.3 Homeomorfismo

Definicao 3 Dado X e Y espacos topolégicos, e f : X — Y wma funcao um-para-um de
X em Y (tal que f~' seja também uma funcdo). Ademais, dado f e f~' serem continuas,

entio f € dito ser um homeomorfismo /2.

Os dois espagos sao ditos ser topologicamente equivalentes. Intuitivamente, pode ser
pensado como uma “deformacao elastica” que preserva a adjacéncias, ou seja, uma transfor-

magcao sem cortes ou emendas [29].
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Os espagos homeomorfos também podem ser chamados de topologicamente equivalen-
tes. Os homeomorfismos desempenham um papel na topologia semelhante ao dos movimentos
rigidos na geometria euclidiana, pois dois conjuntos homeomorfos sao indestingiiiveis do ponto

de vista topolégico, A Figura A.1 mostra alguns exemplos de homeomorfismos.

~0

=D

Figura A.1: Exemplos de homeomorfismos

A.2 Conjuntos fechados

O complemento de um conjunto X, denotado por X, em relagao ao universo W é
X =W — X, ou seja, é o conjunto formado pelos elementos do conjunto universo que nao

pertencem a X.

Definicao 4 Um subconjunto do espaco topolégico (W, 1) é fechado se seu complemento é

aberto, isto €, se X pertence a T.

E interessante observar que os conjuntos fechados nao sao “opostos” aos conjuntos
abertos. Os conjuntos vazio e o universo sdo ambos fechados e abertos. Também, existem
conjuntos que nao sao nem abertos nem fechados, considere os trés casos seguintes intervalos

na reta R:

e o intervalo [a, b] é fechado.

e o intervalo (a,b) é aberto.
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e o intervalos [a,b) nao é aberto nem fechado
Os conjuntos fechados guardam algumas propriedades interessantes [29], que sdo:

1. O conjunto vazio ) e o universo W sido ambos fechados.
2. A unido de um ntmero finito de conjuntos fechados também é um conjunto fechado.

3. A intersecao de qualquer colecao de de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

A.3 Pontos limites, interior, fronteira e fecho de um conjunto

Definigao 5 Um ponto x é um ponto limite de um subconjunto X de um espago topoldgico

(W, 1) se cada vizinhanga de x contém pelo menos um ponto de X diferente de x [2].

Os pontos limites de um conjunto nao necessariamente sao elementos deste conjunto.
Por exemplo, no intervalo aberto (0,1) em R, 0 e 1 sdo pontos limites, mas ndo pertencem ao

intervalo. Um conjunto é fechado se e somente se ele contém todos os seus pontos limites [29].

Defini¢ao 6 Dado um conjunto X de um espaco topolégico (W, 7). O conjunto derivado de

X, escrito com X/, € o conjunto de todos os © € W tal que x seja um ponto limite de W.

Com os elementos que temos, podemos tomar um conjunto X arbitrdario em um espago
W, e derivar deste conjunto um novo conjunto, X/, o conjunto dos pontos limites de X, a

juncao dos pontos de X e X/ constréi um conjunto definido como segue:

Definigcao 7 Dado um conjunto X de um espago topoldgico (W, T). o fecho do conjunto X,
denotado por k(X), € o conjunto X U X/.

A operacio fecho goza de algumas propriedades, dentre as quais relacionamos as

seguintes:

e Se z é um ponto de de k(X) cada vizinhanga de z intersecta X.

e O fecho de X é o menor conjunto fechado que contém X, ou seja, é a intersecao de

todos os conjuntos fechados que contém X.

e Se X é subconjunto de Y, entao, k(X) é subconjunto de k(Y).
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o K(XUY)=FkX)UKk(®Y).
e O conjunto k(X NY) é subconjunto de k(X) Nk(Y).

Definicao 8 Um ponto x de W é um ponto interior de um subconjunto X de W se X € uma
vizinhanga de x, isto €, se X contém um conjunto aberto que contém x. O interior de X,

escrito como 1X, é o conjunto de todos os pontos interiores de X.

Algumas propriedades importantes relacionadas ao interior de um conjunto:

1. O interior de X é o maior conjunto aberto contido em X, ou seja, é a unido de todos

os conjuntos abertos contidos em X.
2. X =1X se e somente X é aberto.

3. Se X é subconjunto de Y, entao, :X é subconjunto de Y.

S
.
i
Il
Bl ol
— —
3
~

iX = k(X

k(X) = i(X).

N o

i(XNY)=iXNiY.
8. O conjunto X UiY é subconjunto de (X UY).

9. i(X —Y) =iX —iY.

Definicao 9 Um ponto x de W € um ponto da fronteira de um subconjunto X de W se cada
vizinhanca de x intersecta ambos X e X. A fronteira de X, denotada por bX, € o conjunto

de todos os pontos de fronteira de X.

A fronteira de um conjunto goza das seguintes propriedades (inclusive o primeiro item

pode ser utilizado como uma definigao alternativa para fronteira):

1. bX = k(X) Nk(X).

2. O conjunto bX é um conjunto fechado.
3. bX = bX.

4. kE(X)=iXUbX = X UbX

5. Para qualquer subconjunto X de W, W = iX UbX UiX, onde os trés conjuntos do

lado direito da expressao sao disjuntos dois-a-dois.
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